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Группа А

1. Пусть функция f бесконечно дифференцируема на интервале (−1; 1) и пусть после-
довательность f (n) сходится равномерно на (−1; 1). Известно, что lim

n→∞
f (n)(0) = 1.

Найдите lim
n→∞

f (n)(x).

2. Вычислите
+∞∫

0

dx√
x(1 + x)(1 + x

√
2)

.

3. Пусть K – замкнутый единичный круг x2 + y2 ≤ 1 и C – единичная окружность
x2 + y2 = 1. Через R(MN) обозначим прямоугольник с диагональю MN и сторонами,
параллельными осям Ox и Oy.

a) Зафиксируем на окружности C точку M. Найдите вероятность того, что при случай-
ном выборе точки M во внутренности круга K ни одна из точек прямоугольника R(MN)
не лежит во внешности K.

б) Найдите вероятность того, что при случайном выборе точки M на окружности C и
точки N во внутренности K ни одна из точек прямоугольника R(MN) не лежит во внеш-
ности K.

4. Пусть M – симметрическая n × n матрица, а U – такое подпространство Rn, что
xT Mx ≤ 0 при всех x ∈ U.

Докажите, что если размерность U равна n − 1, то матрица M имеет не более одного
положительного собственного значения.

5. Сопоставим конечной группе G граф Γ следующим образом: два элемента a, b ∈ G
соединим ребром в том и только том случае, если (ab−1)2 6= e, где e – единица группы G.

Если G = {v1, v2, ..., vn}, то пусть A обозначает матрицу смежности графа Γ (aij = 1,
если vi и vj соединены ребром, в противном случае aij = 0). Докажите, что det A является
четным числом.

6. Действительная последовательность (xn)n≥0 удовлетворяет следующим условиям:
a) xn 6= 0 при всех n ≥ 0;

б)

∣∣∣∣∣∣∣∣

xn+k xn+k+1 ... xn+2k

xn+k−1 xn+k ... xn+2k−1

... ... ... ...
xn xn+1 ... xn+k

∣∣∣∣∣∣∣∣
= an, a 6= 0, при всех n ≥ 0.

Докажите, что существуют такие действительные числа a1, a2, ..., ak, что

xn+k+1 = a1xn+k + ... + akxn+1 + (−1)kaxn, ∀ n ≥ 0.

Время работы 4,5 часа.
Каждая задача оценивается в 10 баллов.
Пользоваться справочной литературой и калькуляторами запрещено.


