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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïîä ðàñïàðàëëåëèâàíèåì àëãîðèòìà ïîíèìàåòñÿ âûÿâëåíèå (óêà-
çàíèå) ïàðàëëåëüíûõ ìíîæåñòâ îïåðàöèé àëãîðèòìà èëè ïîñòðîåíèå
ïàðàëëåëüíûõ ôîðì àëãîðèòìà, èëè îðãàíèçàöèÿ êîíâåéåðà, âûïîëíÿ-
þùåãî îïåðàöèè àëãîðèòìà. Íàéòè ïàðàëëåëüíûå ìíîæåñòâà îïåðàöèé
àëãîðèòìà � ýòî çíà÷èò ðàçáèòü îïåðàöèè íà ãðóïïû, êîòîðûå ìîãóò
áûòü âûïîëíåíû ïàðàëëåëüíî, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïîñòðîèòü
ïàðàëëåëüíóþ ôîðìó àëãîðèòìà � ýòî çíà÷èò ðàçáèòü îïåðàöèè àëãî-
ðèòìà íà ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõ îïåðàöèè ìîæíî âûïîëíÿòü
ïàðàëëåëüíî, è óêàçàòü î÷åðåäíîñòü âûïîëíåíèÿ ýòèõ ãðóïï îïåðàöèé.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì çàäàí ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîãðàììîé. Îñ-
íîâíîå âíèìàíèå áóäåì óäåëÿòü ðàñïàðàëëåëèâàíèþ ãíåçä öèêëîâ, òàê
êàê èìåííî öèêëàìè ÷àñòî îïèñûâàåòñÿ áîëüøàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé, è
îñíîâíîé ðåñóðñ ïàðàëëåëèçìà îòíîñèòñÿ ê öèêëàì.

Öåëåâûì êîìïüþòåðîì, ò. å. êîìïüþòåðîì, íà êîòîðîì òðåáóåòñÿ
ðåàëèçîâàòü ïàðàëëåëüíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà, áóäåì ñ÷èòàòü ìíîãî-
ïðîöåññîðíûé êîìïüþòåð ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Òàêèå êîìïüþ-
òåðû, â ÷àñòíîñòè, êëàñòåðíûå ìóëüòèêîìïüþòåðíûå âû÷èñëèòåëüíûå
ñèñòåìû, ÿâëÿþòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàèáîëåå ïîïóëÿðíûìè è äî-
ñòóïíûìè ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñèñòåìàìè. Îòìåòèì, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ìîäåëè è ìåòîäû, êðîìå ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäå-
ëåíèåì è îáìåíîì äàííûìè, ïðèãîäíû è äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ êîì-
ïüþòåðîâ ñ îáùåé ïàìÿòüþ.

Äëÿ îòîáðàæåíèÿ àëãîðèòìîâ, çàäàâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíûìè
ïðîãðàììàìè, íà ïàðàëëåëüíûå êîìïüþòåðû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿ-
òüþ òðåáóåòñÿ ðàñïðåäåëèòü îïåðàöèè è äàííûå àëãîðèòìà ìåæäó ïðî-
öåññîðàìè, à òàêæå óñòàíîâèòü ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé è îá-
ìåíà äàííûìè. Ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìîâ íà òàêèõ êîìïüþòåðàõ
çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ çàíèìàþò êîììóíèêàöèè (ïåðåäà÷à è ïðèåì äàí-
íûõ) ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå îïåðàöèé è äàí-
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íûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî è îáúåì îáìåíîâ äàííûìè; êðîìå òîãî, ñëåäóåò
îïòèìèçèðîâàòü ñòðóêòóðó êîììóíèêàöèé.

Âîçíèêàåò ðÿä çàäà÷. Âûäåëèì íàèáîëåå âàæíûå èç íèõ.

• Ïîèñê èíôîðìàöèîííûõ çàâèñèìîñòåé, ïîëó÷åíèå èíôîðìàöèîí-
íîé ñòðóêòóðû àëãîðèòìà. Ëþáûå ïðîöåäóðû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
äîëæíû îïèðàòüñÿ íà òî÷íîå èëè èçáûòî÷íîå îïèñàíèå çàâèñèìûõ
îïåðàöèé àëãîðèòìà.

• Îáíàðóæåíèå (âûÿâëåíèå) ïîòåíöèàëüíîãî ïàðàëëåëèçìà. Ïðåæäå
÷åì ïàðàëëåëèçì èñïîëüçîâàòü, åãî íóæíî âûÿâèòü, æåëàòåëüíî
êàê ìîæíî áîëüøå, ÷òîáû çíàòü âîçìîæíîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðà-
öèé àëãîðèòìà îäíîâðåìåííî. Îäèí èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ îáíà-
ðóæåíèÿ ïàðàëëåëèçìà � âðåìåííîå îòîáðàæåíèå (òàéìèðîâàíèå,
scheduling) � ïîëó÷åíèå ïàðàëëåëüíûõ ìíîæåñòâ îïåðàöèé èëè ïî-
ñòðîåíèå ïàðàëëåëüíûõ ôîðì àëãîðèòìà ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàå-
ìûõ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé.

• Âûÿâëåíèå íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé ïðîãðàììû � ñàìûé âàæíûé äëÿ
êîìïüþòåðîâ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ñëó÷àé îáíàðóæåíèÿ ïà-
ðàëëåëèçìà.

• Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå îòîáðàæåíèå (space-time mapping) �
ðàñïðåäåëåíèå îïåðàöèé ìåæäó âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè è çà-
äàíèå ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé.

• Ñîãëàñîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé è äàííûõ ïî ïðîöåññîðàì
(alignment). Öåëüþ ñîãëàñîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îïåðàöèé è äàí-
íûõ ïî ïðîöåññîðàì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà è îáúåìà îáìå-
íîâ äàííûìè.

• Áëîêèíã (blocking) � îòîáðàæåíèå îïåðàöèé íà ôèçè÷åñêèå ïðî-
öåññîðû. Áëîê âû÷èñëåíèé � ìíîæåñòâî îïåðàöèé àëãîðèòìà, âû-
ïîëíÿåìûõ íà îäíîì ïðîöåññîðå.

• Ïðèâàòèçàöèÿ äàííûõ � âûäåëåíèå ìàññèâîâ, ëîêàëüíûõ äëÿ
êàæäîãî ïðîöåññîðà.
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• Çàäàíèå îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé; óëó÷øåíèå
ëîêàëüíîñòè äàííûõ � áûñòðîå, äî èñ÷åçíîâåíèÿ èç ïàìÿòè ñ
áûñòðûì äîñòóïîì, èñïîëüçîâàíèå äàííûõ. Ïðèâàòèçàöèþ è óëó÷-
øåíèå ëîêàëüíîñòè äàííûõ íàçûâàþò åùå ëîêàëèçàöèåé äàííûõ.

• Òàéëèíã (tiling) � âûáîð çåðíà âû÷èñëåíèé. Ïîä çåðíîì âû÷èñ-
ëåíèé (èëè òàéëîì) ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî îïåðàöèé àëãîðèòìà,
âûïîëíÿåìûõ àòîìàðíî: âû÷èñëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó çåð-
íó, íå ìîãóò ïðåðûâàòüñÿ ñèíõðîíèçàöèåé èëè îáìåíîì äàííûìè,
òðåáóåìûìè äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ îïåðàöèé.

• Ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà è îáúåìà âðåìåííûõ ìàññèâîâ.

• Ñòðóêòóðèðîâàíèå êîììóíèêàöèé, îðãàíèçàöèÿ îáìåíà äàííûìè.

• Ãåíåðàöèÿ êîäà.

• Àâòîìàòèçàöèÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ.

Ìû ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷. Êîíå÷-
íî, ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî ââåñòè îñíîâíûå òåðìèíû è ïîíÿòèÿ,
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ìîäåëè ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé. Àâòîð
ñòàðàëñÿ íàéòè êîìïðîìèññ ìåæäó ïîëíîòîé èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà è
åãî äîñòóïíîñòüþ äëÿ ïåðâîãî çíàêîìñòâà ñ ìåòîäàìè ñòàòè÷åñêîãî,
ò. å. îñóùåñòâëÿåìîãî äî íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû, ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèÿ. Â öåëÿõ òåõíè÷åñêîãî óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ãíåçäà öèêëîâ íå ñàìîé îáùåé ñòðóêòóðû âëîæåííîñòè, â ôîð-
ìàëüíûé àïïàðàò íå ââåäåíû â ÿâíîì âèäå âíåøíèå ïåðåìåííûå öèê-
ëîâ, àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íîñÿò ÷àñòî
óïðîùåííûé õàðàêòåð. Íå ñòàâèëàñü çàäà÷à ïðàêòè÷åñêîãî ïîëó÷åíèÿ
ïàðàëëåëüíûõ âåðñèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì, èçó÷åíèÿ ñïîñîáîâ
ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ áîëüøèõ (ñîòíè îïåðàòîðîâ) ïðîãðàìì.

Âìåñòå ñ òåì èçëîæåíèå äîñòàòî÷íî ïîëíîå è ñòðîãîå äëÿ òîãî ÷òî-
áû ââåñòè ÷èòàòåëÿ â ïðîáëåìàòèêó ñòàòè÷åñêîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ,
îñíîâàííîãî íà çíàíèè òîíêîé èíôîðìàöèîííîé ñòðóêòóðû ïðîãðàìì,
äàòü òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ è ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîãðàìì â ïàðàëëåëüíûå.
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Ãëàâà 1

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀÏÏÀÐÀÒ È ÌÎÄÅËÈ
ÏÀÐÀËËÅËÜÍÛÕ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÉ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôîðìàëüíûé àïïàðàò, èñïîëüçóåìûé
â ìåòîäàõ ñòàòè÷åñêîãî ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðîãðàìì.

1.1 Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ
1.1.1 Ôóíêöèè, çàäàþùèå èíäåêñû ìàññèâîâ

äàííûõ
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àôôèííûå ãíåçäà öèêëîâ; â ýòîì ñëó÷àå âû-

ðàæåíèÿ èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ è ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ öèêëîâ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè ôóíêöèÿìè îò ïàðàìåòðîâ öèêëîâ
è âíåøíèõ ïåðåìåííûõ; êðîìå îïåðàòîðîâ ïðèñâàèâàíèÿ äîïóñêàåòñÿ
èñïîëüçîâàíèå óñëîâíîãî èëè áåçóñëîâíîãî ïåðåõîäà. Ïóñòü â ãíåçäå
öèêëîâ èìååòñÿ K îïåðàòîðîâ è èñïîëüçóåòñÿ L ìàññèâîâ äàííûõ. Ïðî-
ñòûå ïåðåìåííûå áóäåì ñ÷èòàòü ìàññèâàìè ðàçìåðíîñòè 0. Îáëàñòü èç-
ìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ãíåçäà öèêëîâ äëÿ îïåðàòîðà Sβ áóäåì íàçûâàòü
îáëàñòüþ èòåðàöèé è îáîçíà÷àòü Vβ.

Èíäåêñû ýëåìåíòîâ l-ãî ìàññèâà äàííûõ, âñòðå÷àþùåãîñÿ â îïåðà-
òîðå Sβ è îòíîñÿùåãîñÿ ê q-ìó âõîæäåíèþ ýëåìåíòîâ ýòîãî ìàññèâà â
îïåðàòîð, áóäåì âûðàæàòü àôôèííîé ôóíêöèåé

F l,β,q(J) = Fl,β,qJ + f (l,β,q), J ∈ Vβ,

ãäå Fl,β,q ∈ Zνl×nβ , νl � ðàçìåðíîñòü l-ãî ìàññèâà äàííûõ, nβ � ÷èñëî
öèêëîâ, îêðóæàþùèõ îïåðàòîð Sβ, f (l,β,q) ∈ Zνl. Åñëè l-é ìàññèâ èìååò
ðàçìåðíîñòü 0 (ò. å. ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïåðåìåííîé), òî áóäåì ñ÷èòàòü
F l,β,q(J) êîíñòàíòîé. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ l-ãî ìàññèâà áóäåì
îáîçíà÷àòü Wl (Wl ⊂ Zνl).
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé öèêë:

do i = 1, N
S1 : c(i) = a + 3
S2 : a = i + 1
S3 : b(i) = c(i) + a

enddo

(1.1)

Öèêë ñîäåðæèò òðè îïåðàòîðà S1, S2, S3 è òðè ìàññèâà äàííûõ a, b, c;
n1 = n2 = n3 = 1, ν1 = 0, ν2 = ν3 = 1, V1 = V2 = V3 = V =
= {(i) ∈ Z| 1 6 i 6 N}, W2 = W3 = V, F 1,1,1(i) = F 1,2,1(i) =
= F 1,3,1(i) = 0, F 2,3,1(i) = F 3,1,1(i) = F 3,3,1(i) = i, i ∈ V. ¤

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óìíîæåíèÿ ìàòðèöû A ïîðÿäêà N

íà N -ìåðíûé âåêòîð b. Ïóñòü aij � ýëåìåíòû ìàòðèöû A, bj � ýëåìåí-

òû âåêòîðà b, ci =
N∑

j=1
aijbj, � ýëåìåíòû N -ìåðíîãî âåêòîðà c, ðàâíîãî

Ab. Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ âåêòîðà c ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
äâóìåðíîãî ãíåçäà öèêëîâ

do i = 1, N
S1 : c(i) = 0
do j = 1, N

S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)
enddo

enddo

(1.2)

Â ãíåçäå öèêëîâ äâà îïåðàòîðà S1, S2 è òðè ìàññèâà äàííûõ
a, b, c; n1 = 1, n2 = 2, ν1 = 2, ν2 = ν3 = 1, V1 = {(i) ∈ Z| 1 6 i 6 N},
V2 = {(i, j) ∈ Z2| 1 6 i, j 6 N}, W1 = V2, W2 = {(j) ∈ Z| 1 6 j 6 N},
W3 = V1, F 1,2,1(i, j) = E(2)(i j)ò, ãäå E(2) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
âòîðîãî ïîðÿäêà, F 2,2,1(i, j) = (0 1)(i j)ò, (i, j) ∈ V2, F 3,1,1(i) =
= i, i ∈ V1, F 3,2,1(i, j) = F 3,2,2(i, j) = (1 0)(i j)ò, (i, j) ∈ V2. ¤

1.1.2 Çàâèñèìîñòè
Îïðåäåëåíèå (îïåðàöèÿ, èòåðàöèÿ). Ðåàëèçàöèÿ (ñðàáàòûâàíèå,

âûïîëíåíèå) îïåðàòîðà Sβ ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ âåêòîðà ïàðà-
ìåòðîâ öèêëà J íàçûâàåòñÿ îïåðàöèåé1 è îáîçíà÷àåòñÿ Sβ(J). Âû-

1Îïåðàöèþ Sβ(J) èíîãäà íàçûâàþò èòåðàöèåé Sβ(J).
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ïîëíåíèå âñåõ îïåðàöèé, çàâèñÿùèõ îò J, íàçûâàåòñÿ J-é èòåðàöèåé
(èòåðàöèåé J).

Îïðåäåëåíèå (çàâèñèìîñòü ìåæäó îïåðàöèÿìè). Îïåðàöèÿ
Sβ(J), J ∈ Vβ, çàâèñèò îò îïåðàöèè Sα(I), I ∈ Vα, (îáîçíà÷åíèå:
Sα(I) → Sβ(J)) åñëè:

1) Sα(I) âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå Sβ(J);

2) Sα(I) è Sβ(J) èñïîëüçóþò îäèí è òîò æå ýëåìåíò êàêîãî-
ëèáî ìàññèâà (ò. å. F l,α,p(I) = F l,β,q(J) äëÿ íåêîòîðûõ l, p, q), è, ïî
êðàéíåé, ìåðå îäíî èç èñïîëüçîâàíèé åñòü ïåðåîïðåäåëåíèå (èçìåíå-
íèå) ýëåìåíòà;

3) ìåæäó îïåðàöèÿìè Sα(I) è Sβ(J) ýòîò ýëåìåíò íå ïåðåîïðå-
äåëÿåòñÿ.

Íàëè÷èå çàâèñèìîñòè Sα(I) → Sβ(J) îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ (áåç àíà-
ëèçà ôóíêöèîíàëüíîãî ñîäåðæàíèÿ îïåðàòîðîâ2) ïåðåóïîðÿäî÷èòü îïå-
ðàöèè ãíåçäà öèêëîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Sβ(J) âûïîëíÿëàñü ðàíüøå
Sα(I).

Îòìåòèì, ÷òî ìåæäó îïåðàöèÿìè Sα(I) è Sβ(J) ìîæåò áûòü áî-
ëåå îäíîé çàâèñèìîñòè, åñëè ðàâåíñòâî F l,α,p(I) = F l,β,q(J) âûïîëíÿ-
åòñÿ áîëåå ÷åì äëÿ îäíîãî íàáîðà l, p, q. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ çàâèñèìîñòè ìåæäó îïåðàöèÿìè:
Sα(I)

al→Sβ(J), Sα(I)
l,p,q→ Sβ(J).

Îïðåäåëåíèå (ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé ïîðÿäîê). Ïóñòü èìåþòñÿ
d1-ìåðíûé âåêòîð (x1, · · · , xd1

) è d2-ìåðíûé âåêòîð (y1, · · · , yd2
); îáî-

çíà÷èì d = min(d1, d2). Âåêòîð y ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå âåêòîðà
x (îáîçíà÷åíèå: y > lexx), åñëè ïåðâàÿ íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà âåêòî-
ðà (y1 − x1, · · · , yd − xd) ïîëîæèòåëüíà. Âåêòîð y ëåêñèêîãðàôè÷åñêè
ðàâåí âåêòîðó x (y = lexx), åñëè (y1 − x1, · · · , yd − xd) = 0. Âåêòîð y

ëåêñèêîãðàôè÷åñêè áîëüøå èëè ðàâåí âåêòîðó x (y >lex x), åñëè y >
> lexx èëè y = lexx.

Ïóñòü èìååòñÿ ãíåçäî âëîæåííûõ öèêëîâ. Çàâèñèìîñòü ìåæäó îïå-
ðàöèÿìè Sα(I) è Sβ(J) íàçûâàåòñÿ âíóòðèèòåðàöèîííîé (íå âûçâàííîé
öèêëîì, loop independent dependence), åñëè I = lexJ ; åñëè æå I < lexJ,

òî èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü ïî öèêëó (loop carry dependence). Òàêèì
îáðàçîì, â ñëó÷àå âíóòðèèòåðàöèîííîé çàâèñèìîñòè Sα(I) → Sβ(J)
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âñåõ îáùèõ äëÿ îïåðàòîðîâ Sα è Sβ(J) öèêëîâ

2Ìîæíî, íàïðèìåð, ïåðåñòàâèòü ñòîÿùèå ðÿäîì îïåðàòîðû m = m + 1 è m = m + 2.
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íå îòëè÷àþòñÿ; â ñëó÷àå çàâèñèìîñòè ïî öèêëó çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
ôèêñèðîâàííîãî öèêëà îòëè÷àþòñÿ, à çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ âñåõ áîëåå
âíåøíèõ öèêëîâ (åñëè îíè èìåþòñÿ) íå îòëè÷àþòñÿ.

Ïðèìåð 1 (ïðîäîëæåíèå). Íàéäåì çàâèñèìîñòè ìåæäó îïåðàöè-
ÿìè àëãîðèòìà (1.1). Ðàññìîòðèì ïåðâûå òðè èòåðàöèè öèêëà:

S1(1) : c(1) = a + 3
S2(1) : a = 2
S3(1) : b(1) = c(1) + a

S1(2) : c(2) = a + 3
S2(2) : a = 3
S3(2) : b(2) = c(2) + a

S1(3) : c(3) = a + 3
S2(3) : a = 4
S3(3) : b(3) = c(3) + a

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòåé ñäåëàåì âûâîä: ìàññèâ a ïîðîæ-
äàåò çàâèñèìîñòè S1(i) → S2(i), S2(i) → S3(i), 1 6 i 6 N, S2(i −
− 1) → S1(i), S3(i − 1) → S2(i), S2(i − 1) → S2(i), 2 6 i 6 N,

ìàññèâ b çàâèñèìîñòåé íå ïîðîæäàåò, ìàññèâ c ïîðîæäàåò çàâèñèìîñòü
S1(i) → S3(i), 1 6 i 6 N. Òðè çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ âíóòðèèòåðàöè-
îííûìè è òðè � çàâèñèìîñòÿìè ïî öèêëó. ¤

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Ðàññìîòðèì èòåðàöèè i = 1, i = 2,
i = 3 :

S1(1) : c(1) = 0
S2(1, 1) : c(1) = c(1) + a(1, 1)b(1)
S2(1, 2) : c(1) = c(1) + a(1, 2)b(2)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
S2(1, N) : c(1) = c(1) + a(1, N)b(N)

S1(2) : c(2) = 0
S2(2, 1) : c(2) = c(2) + a(2, 1)b(1)
S2(2, 2) : c(2) = c(2) + a(2, 2)b(2)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
S2(2, N) : c(2) = c(2) + a(2, N)b(N)

S1(3) : c(3) = 0
S2(3, 1) : c(3) = c(3) + a(3, 1)b(1)
S2(3, 2) : c(3) = c(3) + a(3, 2)b(2)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
S2(3, N) : c(3) = c(3) + a(3, N)b(N)
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Àíàëèç èòåðàöèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èìåþòñÿ çàâèñèìîñòè
S1(i) → S2(i, 1), 1 6 i 6 N, S2(i, j − 1) → S2(i, j), 1 6 i 6 N,

2 6 j 6 N. Âòîðàÿ çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ïî öèêëó ñ
ïàðàìåòðîì j. ¤

1.1.3 Ïðåäñòàâëåíèå çàâèñèìîñòåé
Îïðåäåëåíèå (ðàçâåðíóòûé ãðàô çàâèñèìîñòåé, extended

dependence graph). Ðàçâåðíóòûì ãðàôîì çàâèñèìîñòåé àëãîðèò-
ìà íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé ñëåäóþùèì
îáðàçîì: êàæäàÿ îïåðàöèÿ Sβ(J) ïîðîæäàåò âåðøèíó vβ(J) ãðàôà,
êàæäàÿ çàâèñèìîñòü Sα(I) → Sβ(J) ïîðîæäàåò äóãó (vα(I), vβ(J)).

Ðàçâåðíóòûé ãðàô çàâèñèìîñòåé äàåò ïîëíóþ êîëè÷åñòâåííóþ èí-
ôîðìàöèþ î çàâèñèìîñòÿõ àëãîðèòìà.

Ïóñòü
P = {(α, β)| ∃ I ∈ Vα, J ∈ Vβ, Sα(I) → Sβ(J)}

� ìíîæåñòâî òàêèõ ïàð (α, β), ÷òî äëÿ êàêèõ-ëèáî I è J ñóùåñòâó-
åò äóãà (vα(I), vβ(J)) â ðàçâåðíóòîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé. Ìíîæåñòâî
P îïðåäåëÿåò ïàðû çàâèñèìûõ îïåðàòîðîâ. Åñëè ìåæäó îïåðàòîðàìè
Sα(I) è Sβ(J) ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîé çàâèñèìîñòè, òî áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïàðû (α, β)1, (α, β)2, . . . Ïàðó çàâèñèìîñòåé, ïîðîæäàåìóþ
ðàâåíñòâîì F l,α,p(I) = F l,β,q(J), áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü (α, β)l,p,q.

Äëÿ êàæäîé ïàðû (α, β) ∈ P îáîçíà÷èì ÷åðåç Vα,β ïîäìíîæåñòâî
òàêèõ J ∈ Vβ, ÷òî äëÿ êàêîãî-ëèáî I ñóùåñòâóåò äóãà (vα(I), vβ(J)) â
ðàçâåðíóòîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé:

Vα,β = {J ∈ Vβ| ∃ Sα(I) → Sβ(J)}.
Îïðåäåëåíèå (ôóíêöèÿ çàâèñèìîñòåé). Ôóíêöèþ Φα,β : Vα,β →

Vα òàêóþ, ÷òî åñëè Sα(I) → Sβ(J), I ∈ Vα, J ∈ Vα,β ⊆ Vβ, òî I =
= Φα,β(J), áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé çàâèñèìîñòåé.

Ôóíêöèè çàâèñèìîñòåé îïèñûâàþò çàâèñèìîñòè àëãîðèòìà: çíàÿ
Φα,β è Vα,β ìîæíî äëÿ ëþáîé îïåðàöèè Sβ(J) íàéòè âñå îïåðàöèè Sα(I),
îò êîòîðûõ Sβ(J) çàâèñèò.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè çàâèñèìîñòåé ÿâëÿ-
þòñÿ àôôèííûìè:

Φα,β(J) = Φα,βJ − ϕ(α,β), J ∈ Vα,β, (α, β) ∈ P,

Φα,β ∈ Znα×nβ , ϕ(α,β) ∈ Znα.
(1.3)
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Â ýòîì ñëó÷àå çàâèñèìîñòè íàçûâàþòñÿ àôôèííûìè.
Ïóñòü çàâèñèìîñòü Sα(I) → Sβ(J) ïîðîæäàåòñÿ ýëåìåíòîì ìàññè-

âà al (òàê ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî F l,α,p(I) = F l,β,q(J) äëÿ íåêîòîðûõ
p, q), è ñóùåñòâóåò ìàòðèöà F−1

l,α,p. Òîãäà Fl,α,pI + f (l,α,p) = Fl,β,qJ +

+ f (l,β,q), I = F−1
l,α,p(Fl,β,qJ + f (l,β,q) − f (l,α,q)). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè

çàâèñèìîñòåé îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà Φα,β(J) = F−1
l,α,pFl,β,qJ +

+F−1
l,α,p(f

(l,β,q)−f (l,α,p)), åñëè Fl,α,p ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé êâàäðàòíîé
ìàòðèöåé.

Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åíèå ôóíêöèé çàâèñèìîñòåé
ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé çàäà÷åé è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ.

Îïðåäåëåíèå (âåêòîð çàâèñèìîñòè). Ïóñòü (α, β) ∈ P, I, J �
âåêòîðû îäèíàêîâîé ðàçìåðíîñòè òàêèå, ÷òî ñóùåñòâóåò çàâèñè-
ìîñòü Sα(I) → Sβ(J). Âåêòîð d(α,β) = J − I íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì
çàâèñèìîñòè.

Åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ α è β âåêòîðû çàâèñèìîñòåé J−I îäèíà-
êîâû äëÿ âñåõ I, J, òî çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé. Â ýòîì ñëó-
÷àå Φα,β � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, J−I = ϕ(α,β). Åñëè äëÿ âñåõ (α, β) ∈ P
âåêòîðû çàâèñèìîñòåé J − I ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, òî ãíåçäî öèêëîâ
íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, à ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì � àëãîðèòìîì
ñ îäíîðîäíûìè çàâèñèìîñòÿìè.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ãíåçäà âëîæåííûõ öèêëîâ ëþáîé âåêòîð
çàâèñèìîñòåé J − I ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íåîòðèöàòåëüíûì,
ò. e. ïåðâàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà åñòü ÷èñëî ïîëîæè-
òåëüíîå.

Îïðåäåëåíèå (óðîâåíü çàâèñèìîñòè). Ïóñòü ñóùåñòâóåò çàâè-
ñèìîñòü Sα(I) → Sβ(J). Íîìåð l ïåðâîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòû âåê-
òîðà çàâèñèìîñòåé d(α,β) = J − I íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çàâèñèìîñòè.
Åñëè J − I = 0, òî ïðèíèìàåòñÿ l = ∞.

Â ñëó÷àå ãíåçäà âëîæåííûõ öèêëîâ óðîâåíü çàâèñèìîñòè óêàçûâà-
åò öèêë, ïî êîòîðîìó èìååòñÿ çàâèñèìîñòü. Äëÿ âíóòðèèòåðàöèîííîé
çàâèñèìîñòè óðîâåíü çàâèñèìîñòè ïðèíèìàåòñÿ áåñêîíå÷íî áîëüøèì.

Îïðåäåëåíèå (ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çàâèñèìîñòåé, reduced
dependence graph). Ðåäóöèðîâàííûì ãðàôîì çàâèñèìîñòåé àëãîðèò-
ìà íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïîëó÷åííûé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: êàæäîìó îïåðàòîðó Sβ ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåðøèíà vβ,

ñóùåñòâóåò äóãà (vα, vβ), åñëè äëÿ êàêèõ-ëèáî I, J ñóùåñòâóåò çàâè-
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ñèìîñòü Sα(I) → Sβ(J) (ò. å. ñóùåñòâóåò äóãà (vα(I), vβ(J)) â ðàç-
âåðíóòîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé). Äóãè ìîãóò áûòü ïîìå÷åíû ôóíê-
öèÿìè çàâèñèìîñòåé, âåêòîðàìè çàâèñèìîñòåé, óðîâíÿìè çàâèñè-
ìîñòåé èëè äðóãèìè âåëè÷èíàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè çàâèñèìîñòè
àëãîðèòìà.

Ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çàâèñèìîñòåé äàåò ñæàòîå ïðåäñòàâëåíèå
ðàçâåðíóòîãî ãðàôà çàâèñèìîñòåé.

Ïðèìåð 1 (ïðîäîëæåíèå). Âñå ïîëó÷åííûå ðàíåå çàâèñèìîñòè àë-
ãîðèòìà (1.1) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè è õàðàêòåðèçóþòñÿ îäíîìåðíûìè
âåêòîðàìè ϕ(1,2) = ϕ(2,3) = ϕ(1,3) = (0), ϕ(2,1) = ϕ(3,2) = ϕ(2,2) = (1). Ðàç-
âåðíóòûé (N = 4) è ðåäóöèðîâàííûé ãðàôû çàâèñèìîñòåé èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 1.1.
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Íà ðèñ. 1.1 âåðøèíû ðàçâåðíóòîãî ãðàôà ïîìå÷åíû òîëüêî íîìå-
ðîì îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàöèè. Âåðøèíû ìîæíî ïîìåòèòü
îáîçíà÷åíèåì îïåðàöèè (ðèñ. 1.2). ¤
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Ðèñ. 1.2

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Çàâèñèìîñòè ìåæäó îïåðàöèÿìè àë-
ãîðèòìà (1.2) ìîæíî îïèñàòü ôóíêöèÿìè çàâèñèìîñòåé Φ1,2(i, 1) = i

(Φ1,2 = (1 0), ϕ(1,2) = 0), (i, 1) ∈ V1,2 = {(i, 1) ∈ Z2| 1 6 i 6 N},
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Φ2,2(i, j) = (i, j − 1) (Φ2,2 = E(2), ϕ(2,2) = (0, 1)), (i, j) ∈ V2,2 =
= {(i, j) ∈ Z2| 1 6 i 6 N, 2 6 j 6 N}. Ðàçâåðíóòûé (N = 3) è
ðåäóöèðîâàííûé ãðàôû çàâèñèìîñòåé èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1.3. ¤
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Ðèñ. 1.3

1.2 Òèïû çàâèñèìîñòåé. Óñòðàíåíèå
àíòèçàâèñèìîñòåé è çàâèñèìîñòåé
ïî âûõîäó

Â ðàçäåëå 1.1 áûëî äàíî îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè ìåæäó îïåðà-
öèÿìè àëãîðèòìà. Ðàçëè÷àþò çàâèñèìîñòè íåñêîëüêèõ òèïîâ.

Îïðåäåëåíèå (èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü, àíòèçàâèñèìîñòü, çàâè-
ñèìîñòü ïî âûõîäó). Çàâèñèìîñòü íàçûâàåòñÿ: èñòèííîé (�ow
dependence), åñëè ýëåìåíò ìàññèâà ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ, à çàòåì åãî
çíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà; àíòèçàâèñèìîñòüþ
(anti dependence), åñëè çíà÷åíèå ýëåìåíòà ìàññèâà ñíà÷àëà èñïîëü-
çóåòñÿ êàê àðãóìåíò, à çàòåì ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ; çàâèñèìîñòüþ ïî
âûõîäó (output dependence), åñëè ýëåìåíò ìàññèâà îïðåäåëÿåòñÿ, à çà-
òåì ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ.

Åñëè ôóíêöèÿ F l,α,p(I) (ñì. îïðåäåëåíèå çàâèñèìîñòè â ïðåäûäó-
ùåì ðàçäåëå) âñòðå÷àåòñÿ â ëåâîé ÷àñòè îïåðàòîðà Sα, à F l,β,q(J) âñòðå-
÷àåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîðà Sβ, òî çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ èñòèííîé.
Åñëè F l,α,p(I) âñòðå÷àåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè Sα, à F l,β,q(J) � â ëåâîé ÷à-
ñòè Sβ, òî èìååò ìåñòî àíòèçàâèñèìîñòü. Åñëè îáå ôóíêöèè F l,α,p(I) è
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F l,β,q(J) âñòðå÷àþòñÿ â ëåâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ, òî çàâèñèìîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ ïî âûõîäó.

Èíîãäà ðàññìàòðèâàþò çàâèñèìîñòü ïî âõîäó (input dependence):
1) Sα(I) âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå Sβ(J); 2) Sα(I) è Sβ(J) èñïîëüçóþò êàê
àðãóìåíò îäèí è òîò æå ýëåìåíò êàêîãî-ëèáî ìàññèâà (ò. å. F l,α,p(I) =
= F l,β,q(J) äëÿ íåêîòîðûõ l, p, q, ïðè÷åì îáå ôóíêöèè F l,α,p(I) è
F l,β,q(J) âñòðå÷àþòñÿ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ); 3) ìåæäó îïåðà-
öèÿìè Sα(I) è Sβ(J) ýòîò ýëåìåíò íå èñïîëüçóåòñÿ. Çàâèñèìîñòè ïî
âõîäó íå îáÿçàòåëüíî ó÷èòûâàòü ïðè ïåðåóïîðÿäî÷åíèè îïåðàöèé àë-
ãîðèòìà, íî èõ íàäî èìåòü â âèäó ïðè ðàñïðåäåëåíèè äàííûõ ìåæäó
ïðîöåññîðàìè è ïðè óëó÷øåíèè ëîêàëüíîñòè ãíåçäà öèêëîâ.

Àíòèçàâèñèìîñòè è çàâèñèìîñòè ïî âûõîäó ÿâëÿþòñÿ ëîæíûìè,
èñêóññòâåííûìè (ñîäåðæàíèå îáùåé ÿ÷åéêè ïàìÿòè, èñïîëüçóåìîé çà-
âèñèìûìè îïåðàòîðàìè, ïðè èñïîëüçîâàíèè îïåðàòîðàìè âîîáùå ãîâî-
ðÿ ðàçíîå). Îíè îáóñëîâëåíû ýêîíîìíûì õðàíåíèåì ðåçóëüòàòîâ âû-
÷èñëåíèé è ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ áîëüøåé ïà-
ìÿòè. Óñòðàíåíèå ëîæíûõ çàâèñèìîñòåé ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü ïîëåç-
íûì ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè àëãîðèòìà, òàê êàê ÷åì ìåíüøå çàâèñè-
ìîñòåé ìåæäó îïåðàöèÿìè, òåì áîëüøå ïîòåíöèàëüíîé âîçìîæíîñòè
âûïîëíÿòü îïåðàöèè ïàðàëëåëüíî.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñïîñîáû óñòðàíåíèÿ ëîæíûõ çàâèñèìîñòåé.

1.2.1 Ïåðåîáîçíà÷åíèå
Ïóñòü ýëåìåíò ìàññèâà (èëè ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ, íàïîìíèì, ñ÷è-

òàåòñÿ ìàññèâîì ðàçìåðíîñòè 0) ëîêàëüíî èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ðàç
â ðàçíûõ îïåðàòîðàõ. Åñëè ýòîìó ýëåìåíòó äàòü â ðàçíûõ ÷àñòÿõ ïðî-
ãðàììû ðàçíûå èìåíà, òî ëîæíûå çàâèñèìîñòè èñ÷åçíóò.

do i = 1, N
S1 : a(i) = sin i

S2 : b(i + 1) = a(i) + c(i)
S3 : a(i) = cos i

S4 : c(i + 1) = a(i)
enddo
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Íà ðèñ. 1.4 èçîáðàæåí öèêë è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðåäóöèðîâàí-
íûé ãðàô çàâèñèìîñòåé, íà äóãàõ êîòîðîãî óêàçàí òèï çàâèñèìîñòåé.
Åñëè â îïåðàòîðàõ S1 è S2 ýëåìåíò a(i) ïåðåîáîçíà÷èòü, òî ëîæíûå
çàâèñèìîñòè èñ÷åçíóò (ðèñ. 1.5).

do i = 1, N
S1 : t(i) = sin i
S2 : b(i + 1) = t(i) + c(i)
S3 : a(i) = cos i

S4 : c(i + 1) = a(i)
enddo
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Ðèñ. 1.5

1.2.2 Óâåëè÷åíèå ðàçìåðíîñòè
Ïóñòü ýëåìåíò ìàññèâà îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå, ÷åì íà îäíîé èòåðà-

öèè. Òîãäà ñóùåñòâóþò çàâèñèìîñòè ïî âûõîäó. Ýòè çàâèñèìîñòè ìîæ-
íî óñòðàíèòü, åñëè âìåñòî äàííîãî ìàññèâà èñïîëüçîâàòü ìàññèâ áîëü-
øåé ðàçìåðíîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì öèêë (1.1) èç ðàçäå-
ëà 1.1 (ðèñ. 1.6).

do i = 1, N
S1 : c(i) = a + 3
S2 : a = i + 1
S3 : b(i) = c(i) + a

enddo
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Ðèñ. 1.6

Åñëè âìåñòî ïåðåìåííîé a èñïîëüçîâàòü îäíîìåðíûé ìàññèâ, òî
ëîæíûå çàâèñèìîñòè èñ÷åçíóò (ðèñ. 1.7).

1.2.3 Ðàñùåïëåíèå îïåðàòîðîâ
Ðàñùåïëåíèå îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óñòðàíåíèÿ öèêëîâ ñ

ëîæíûìè çàâèñèìîñòÿìè â ðåäóöèðîâàííûõ ãðàôàõ çàâèñèìîñòåé. Ðàñ-
ùåïëåíèå îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ïîëåçíûì ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ ðàñïà-
ðàëëåëèâàíèÿ ãíåçä öèêëîâ.
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t(0) = a

do i = 1, N
S1 : c(i) = t(i− 1) + 3
S2 : t(i) = i + 1
S3 : b(i) = c(i) + t(i)

enddo
a = t(N)
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Ðèñ. 1.7

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåð. Ðàññìîòðèì öèêë è åãî ðåäóöèðîâàí-
íûé ãðàô çàâèñèìîñòåé (ðèñ. 1.8). Ðàçîáüåì îïåðàòîð S1 íà äâà îïåðà-
òîðà (ðèñ. 1.9). Ñìûñë ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â òîì, ÷òî èñ÷åçàåò öèêë â
ðåäóöèðîâàííîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé. Òåïåðü âñå îïåðàöèè S ′1(i) ìîãóò
áûòü âûïîëíåíû ðàíüøå ëþáîé îïåðàöèè S2(i) è ðàíüøå ëþáîé îïåðà-
öèè S1(i), à âñå îïåðàöèè S2(i) ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ðàíüøå ëþáîé
îïåðàöèè S1(i). Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ïðèåìîâ ïåðåîáîçíà÷åíèÿ è
óâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè òàêæå ïðèâîäèëî ê óñòðàíåíèþ öèêëîâ â ðå-
äóöèðîâàííîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé.

do i = 1, N
S1 : a(i) = b(i) + c(i)
S2 : a(i + 1) = a(i) + 2d(i)

enddo
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Ðèñ. 1.8

do i = 1, N
S ′1 : t(i) = b(i) + c(i)
S1 : a(i) = t(i)
S2 : a(i + 1) = t(i) + 2d(i)

enddo

½¼

¾»
S ′1 ½¼

¾»
S2

½¼

¾»
S1

-flow

?

flow

¡
¡

¡
¡

¡ª

out

Ðèñ. 1.9

Èçîáðàçèì ðàçâåðíóòûå ãðàôû çàâèñèìîñòåé èñõîäíîãî è ïðåîá-
ðàçîâàííîãî àëãîðèòìîâ (ðèñ. 1.10, 1.11). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðå-
îáðàçîâàííûé àëãîðèòì ìîæíî ðàñïàðàëëåëèòü.
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Ðèñ. 1.10
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Ðèñ. 1.11

Â îáùåì ñëó÷àå ñïîñîá ðàñùåïëåíèÿ îïåðàòîðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Îïåðàòîð

S : a(f(J)) = . . .

çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ îïåðàòîðàìè:
S ′ : t(f(J)) = . . .

S : a(f(J)) = t(f(J))
Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè êàêîãî-ëèáî îïåðàòîðà âñòðå÷àåòñÿ ýëåìåíò ìàñ-
ñèâà a, âñòðå÷àþùèéñÿ òàêæå â ëåâîé ÷àñòè îïåðàòîðà S, òî îí çàìå-
íÿåòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàññèâà t.

Ïðè çàìåíå â ðåäóöèðîâàííîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé âåðøèíû S íà
âåðøèíû S ′ è S : âõîäÿùèå äî ïðåîáðàçîâàíèÿ â S ëîæíûå çàâèñèìî-
ñòè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñíîâà âõîäÿò â S, âõîäÿùèå â S èñòèííûå
çàâèñèìîñòè âõîäÿò â S ′; âûõîäÿùèå äî ïðåîáðàçîâàíèÿ èç S èñòèííûå
è àíòèçàâèñèìîñòè âûõîäÿò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èç S ′, âûõîäÿùèå èç
S çàâèñèìîñòè ïî âûõîäó âûõîäÿò ñíîâà èç S. Èçîáðàçèì ñõåìàòè÷-
íî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ ñðåäè âõîäÿùèõ èëè âûõîäÿùèõ
çàâèñèìîñòåé åñòü ëîæíûå çàâèñèìîñòè (ðèñ. 1.12).

Èç ïðèâåäåííûõ ñõåì âèäíî, ÷òî öèêëû â ðåäóöèðîâàííîì ãðà-
ôå çàâèñèìîñòåé èñ÷åçàþò â ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñëó÷àÿõ è íå èñ÷åçàþò â
îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ; çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà è âõîäÿùàÿ è âûõî-
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Ðèñ. 1.12

äÿùàÿ çàâèñèìîñòè ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè, öèêëû òàêæå íå èñ÷åçàþò.
Ïîýòîìó ðàñùåïëåíèå îïåðàòîðîâ ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
âõîäíàÿ äóãà îïðåäåëÿåò ëþáóþ ëîæíóþ çàâèñèìîñòü, à âûõîäíàÿ äó-
ãà îïðåäåëÿåò èñòèííóþ èëè àíòèçàâèñèìîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî íå ñëåäóåò ñòðåìèòüñÿ èñêëþ÷àòü âñå ëîæíûå çàâè-
ñèìîñòè, ïîñêîëüêó ïðè êàæäîì èñêëþ÷åíèè òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëü-
íàÿ ïàìÿòü äëÿ õðàíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ìàññèâîâ. Èìååò ñìûñë
óñòðàíÿòü òîëüêî òàêèå ëîæíûå çàâèñèìîñòè, êîòîðûå ïðåïÿòñòâóþò
ðàñïàðàëëåëèâàíèþ àëãîðèòìà.

Îòìåòèì åùå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîäà ìîãóò óñòðàíèòü íå òîëüêî
âûõîäíûå, àíòè-, íî è èñòèííûå çàâèñèìîñòè. Òàêèì ïðåîáðàçîâàíè-
åì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííîé. Îñóùåñòâèì â öèêëå
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(1.1) ïîäñòàíîâêó ïåðåìåííîé a â òðåòèé îïåðàòîð:

do i = 1, N
S1 : c(i) = a + 3
S2 : a = i + 1
S3 : b(i) = c(i) + i + 1

enddo

Àíòè- è èñòèííûå çàâèñèìîñòè ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì îïåðàòîðàìè
èñ÷åçëè.

1.3 Òàéìèðóþùèå ôóíêöèè
Ïóñòü ëþáàÿ èç ôóíêöèé t(β) : Vβ → Z, 1 6 β 6 K, ñòàâèò â

ñîîòâåòñòâèå êàæäîé îïåðàöèè Sβ(J) àëãîðèòìà öåëîå ÷èñëî t(β)(J).

Îïðåäåëåíèå (òàéìèðóþùèå ôóíêöèè).
Ôóíêöèè t(1), t(2), . . . , t(K) íàçûâàþòñÿ òàéìèðóþùèìè (t-ôóíê-

öèÿìè), åñëè

t(β)(J) > t(α)(I), J ∈ Vβ, I ∈ Vα, Sα(I) → Sβ(J). (1.4)

Íàáîð ôóíêöèé {t(1), t(2), . . . , t(K)} íàçûâàåòñÿ òàéìèðîâàíèåì è îáî-
çíà÷àåòñÿ t. Óñëîâèÿ (1.4) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ çàâè-
ñèìîñòåé.

Ôóíêöèè t(1), t(2), . . . , t(K) íàçûâàþòñÿ ðàñùåïëÿþùèìè (f-ôóíê-
öèÿìè3), åñëè

t(β)(J) = t(α)(I), J ∈ Vβ, I ∈ Vα, Sα(I) → Sβ(J). (1.5)

Ôóíêöèè t(1), t(2), . . . , t(K) íàçûâàþòñÿ ñòðîãèìè òàéìèðóþùèìè
(ñòðîãèìè t-ôóíêöèÿìè), åñëè

t(β)(J) > t(α)(I), J ∈ Vβ, I ∈ Vα, Sα(I) → Sβ(J). (1.6)

Óñëîâèÿ (1.6) íàçûâàþòñÿ ñòðîãèìè óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìî-
ñòåé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî f-ôóíêöèè è ñòðîãèå t-ôóíêöèè ÿâ-
ëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè t-ôóíêöèé.

3�ssion � ðàñùåïëåíèå, �bering � ðàññëîåíèå
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Åñëè çàâèñèìîñòè àëãîðèòìà çàäàíû ôóíêöèÿìè âèäà (1.3), òî
óñëîâèÿ (1.4), (1.5), (1.6) ïðèìóò ñîîòâåòñòâåííî âèä

t(β)(J) > t(α)(Φα,βJ − ϕ(α,β)), J ∈ Vα,β, (α, β) ∈ P, (1.7)

t(β)(J) = t(α)(Φα,βJ − ϕ(α,β)), J ∈ Vα,β, (α, β) ∈ P, (1.8)
t(β)(J) > t(α)(Φα,βJ − ϕ(α,β)), J ∈ Vα,β, (α, β) ∈ P. (1.9)
Îïåðàöèÿ, êîòîðîé ïðèïèñàíî ìåíüøåå çíà÷åíèå òàéìèðóþùåé

ôóíêöèè, íå ìîæåò çàâèñåòü îò îïåðàöèè, êîòîðîé ïðèïèñàíî áîëüøåå
çíà÷åíèå. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: t(β)(J) <

< t(α)(I) è Sβ(J) çàâèñèò îò Sα(I). Òàê êàê Sα(I) → Sβ(J), òî èç
îïðåäåëåíèÿ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé t(β)(J) > t(α)(I), ÷òî ïðîòèâîðå-
÷èò ïðåäïîëîæåíèþ t(β)(J) < t(α)(I).

Åñëè çàäàíû òàéìèðóþùèå ôóíêöèè t(1), t(2), . . . , t(K), òî àëãîðèòì
ìîæíî ðàçáèòü íà ÷àñòè, îòíåñÿ ê îäíîé ÷àñòè îïåðàöèè àëãîðèòìà ñ
îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ôóíêöèé: t(α)(I) = t(β)(J) äëÿ ëþáûõ îïåðà-
öèé Sα(I) è Sβ(J) èç îäíîé ÷àñòè. Ýòè ÷àñòè àëãîðèòìà ìîæíî âûïîë-
íÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî äðóã çà äðóãîì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé
ôóíêöèè. Òàéìèðóþùèå ôóíêöèè îïðåäåëÿþò òàê íàçûâàåìûå èíôîð-
ìàöèîííûå ðàçðåçû àëãîðèòìà.

Åñëè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè òàéìèðóþùèìè, òî âñå îïåðà-
öèè â êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ ÷àñòåé àëãîðèòìà ìîãóò áûòü âûïîëíåíû
ïàðàëëåëüíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ ñòðîãèõ òàéìèðóþùèõ ôóíê-
öèé èìååò ìåñòî t(α)(I) = t(β)(J), òî îïåðàöèè Sα(I) è Sβ(J) íå ìîãóò
áûòü çàâèñèìûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç óñëîâèé (1.6) ñëåäîâàëî áû
èëè t(α)(I) > t(β)(J), èëè t(β)(J) > t(α)(I). Òàêèì îáðàçîì, ñòðîãèå
t-ôóíêöèè çàäàþò ïàðàëëåëüíóþ ôîðìó àëãîðèòìà. Ê îäíîìó ÿðóñó
ïàðàëëåëüíîé ôîðìû îòíîñÿòñÿ îïåðàöèè ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì
ñòðîãèõ t-ôóíêöèé.

Åñëè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ðàñùåïëÿþùèìè, òî âñå ÷àñòè àëãîðèò-
ìà ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïàðàëëåëüíî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1.5) âñå çàâèñèìûå îïåðàöèè èìåþò îäèíà-
êîâûå çíà÷åíèÿ f-ôóíêöèé, è ïîïàäàþò â îäíó ÷àñòü àëãîðèòìà. Òàêèì
îáðàçîì, f-ôóíêöèè ðàçáèâàþò îïåðàöèè àëãîðèòìà íà ïàðàëëåëüíûå
ìíîæåñòâà.

Ïàðàëëåëèçì, çàäàâàåìûé òàéìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, íàçûâàåò-
ñÿ ñêîøåííûì. ×àñòíûì ñëó÷àåì ñêîøåííîãî ïàðàëëåëèçìà ÿâëÿåòñÿ
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êîîðäèíàòíûé ïàðàëëåëèçì. Êîîðäèíàòíûé ïàðàëëåëèçì îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïàðàëëåëüíûì öèêëîì, ïàðàìåòðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäèí èç ïà-
ðàìåòðîâ èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ.

Çíà÷åíèÿ t-ôóíêöèé t(1), t(2), . . . , t(K) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íî-
ìåðà èòåðàöèé íåêîòîðûõ öèêëîâ (êàæäîé ôóíêöèè t(β) ñîîòâåòñòâó-
åò îäèí öèêë, íî öèêëû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì ôóíêöèÿì t(α) è t(β)

íå îáÿçàòåëüíî îòëè÷àþòñÿ). Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äîïóñòèìà: êàê áû-
ëî ïîêàçàíî âûøå, îïåðàöèÿ, êîòîðîé ïðèïèñàíî ìåíüøåå çíà÷åíèå
t-ôóíêöèè (îïåðàöèÿ, âûïîëíÿåìàÿ íà èòåðàöèè ñ ìåíüøèì íîìåðîì),
íå ìîæåò çàâèñåòü îò îïåðàöèè, êîòîðîé ïðèïèñàíî áîëüøåå çíà÷åíèå
(îïåðàöèÿ, âûïîëíÿåìàÿ íà èòåðàöèè ñ áîëüøèì íîìåðîì).

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàéìèðóþùèõ
ôóíêöèé äëÿ àëãîðèòìà (1.2).

Ñòðîãèìè t-ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè t(1)(i) = 0, i ∈ V1,
t(2)(i, j) = j, (i, j) ∈ V2. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.9). Òàê êàê P = {(1, 2), (2, 2)}, òî óñëîâèÿ
(1.9) ïðèìóò âèä: t(2)(J) > t(1)(Φ1,2J−ϕ(1,2)), J = (i, 1) ∈ V1,2, t(2)(J) >

> t(2)(Φ2,2J − ϕ(2,2)), J = (i, j) ∈ V2,2. Åñëè (i, 1) ∈ V1,2, òî
t(1)(Φ1,2(i 1)ò−ϕ(1,2)) = t(1)((1 0)(i 1)ò) = t(1)(i) = 0 < 1 = t(2)(i, 1). Åñëè
(i, j) ∈ V2,2, òî t(2)(Φ2,2(i j)ò − ϕ(2,2)) = t(2)((i, j) − (0, 1)) = t(2)(i, j −
− 1) = j − 1 < j = t(2)(i, j). Òàêèì îáðàçîì, âñå îïåðàöèè S1(i), i ∈ V1,

ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïàðàëëåëüíî; âñå îïåðàöèè S2(i, j), (i, j) ∈ V2,

ñ îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì j, ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïàðàëëåëüíî. Àëãî-
ðèòì (1.2), ðàñïàðàëëåëåííûé ñ ïîìîùüþ ñòðîãèõ t-ôóíêöèé t(1)(i) =
= 0, t(2)(i, j) = j, ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå4:

dopar i = 1, N
S1 : c(i) = 0

enddo
do j = 1, N

dopar i = 1, N
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo

Ôóíêöèè t(1)(i) = i, i ∈ V1, t(2)(i, j) = i, (i, j) ∈ V2 ÿâëÿþòñÿ
4Àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ ãíåçä öèêëîâ ñ ïîìîùüþ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé ðàññìîòðåí â

ðàçäåëå 2.5
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f-ôóíêöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêàæåì, ÷òî ýòè ôóíêöèè óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì (1.8): åñëè (i, 1) ∈ V1,2, òî t(1)(Φ1,2(i 1)ò − ϕ(1,2)) =
= t(1)((1 0)(i 1)ò) = t(1)(i) = i = t(2)(i, 1); åñëè (i, j) ∈ V2,2, òî
t(2)(Φ2,2(i j)ò − ϕ(2,2)) = t(2)((i, j)− (0, 1)) = t(2)(i, j − 1) = i = t(2)(i, j).
Òàêèì îáðàçîì, âñå îïåðàöèè S1(i), i ∈ V1, è S2(i, j), (i, j) ∈ V2, ñ
îäèíàêîâûì çíà÷åíèåì i ìîãóò áûòü âûïîëíåíû íåçàâèñèìî îò äðóãèõ
îïåðàöèé. Àëãîðèòì (1.2), ðàñïàðàëëåëåííûé ñ ïîìîùüþ f-ôóíêöèé
t(1)(i) = i, t(2)(i, j) = i, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dopar i = 1, N
S1 : c(i) = 0
do j = 1, N

S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)
enddo

enddo
¤

Îáîçíà÷èì n = max
16β6K

nβ. Ïóñòü ëþáàÿ èç ôóíêöèé t
(β)

: Vβ → Zn,

1 6 β 6 K, ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé îïåðàöèè Sβ(J) âåêòîð
(t

(β)
1 (J), · · · , t

(β)
n (J)) ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè. Áóäåì ïðåäïî-

ëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè t
(β)
ξ ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè (äëÿ êàæäîãî ôèêñè-

ðîâàííîãî β è ξ):
t
(β)
ξ (J) = τ (β,ξ)J + aβ,ξ, J ∈ Vβ,

τ (β,ξ) = (τ
(β,ξ)
1 , . . . , τ

(β,ξ)
nβ ) ∈ Znβ , aβ,ξ ∈ Z,

1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 n.

(1.10)

Ðàâåíñòâà (1.10) ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîì âèäå:

t
(β)

(J) = T (β)J + a(β), J ∈ Vβ, 1 6 β 6 K,

ãäå T (β) � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ

τ (β,1), . . . , τ (β,n), a(β) =




aβ,1

· · ·
aβ,n


.

Îïðåäåëåíèå (âåêòîðíûå òàéìèðóþùèå ôóíêöèè). Ôóíêöèè
t
(1)

, t
(2)

, . . . , t
(K) íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûìè òàéìèðóþùèìè ôóíêöèÿ-

ìè (âåêòîðíûìè t-ôóíêöèÿìè, n-ìåðíûìè t-ôóíêöèÿìè), åñëè
rank T (β) = nβ, 1 6 β 6 K, (1.11)
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t
(β)

(J) >lex t
(α)

(I), J ∈ Vβ, I ∈ Vα, Sα(I) → Sβ(J). (1.12)

Óñëîâèÿ (1.12) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé.
Îïðåäåëåíèå (ìíîãîìåðíîå òàéìèðîâàíèå). Íàáîð âåêòîðíûõ

t-ôóíêöèé {t(1)
, t

(2)
, . . . , t

(K)} íàçûâàåòñÿ ìíîãîìåðíûì òàéìèðîâàíè-
åì è îáîçíà÷àåòñÿ t; íàáîð ôóíêöèé {t(1)

ξ , t
(2)
ξ ,. . . , t

(K)
ξ } íàçûâàåòñÿ

ξ-é êîîðäèíàòîé (êîìïîíåíòîé) ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ è îáî-
çíà÷àåòñÿ tξ. Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ: t =

= {t(1)
, t

(2)
, . . . , t

(K)}, t = (t1, t2, . . . , tn).

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ìíîãîìåðíîãî
òàéìèðîâàíèÿ ñîñòàâëåíà èç îäíîìåðíûõ t-ôóíêöèé, îñòàëüíûå êî-
îðäèíàòû � èç ôóíêöèé, íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèõñÿ îäíîìåðíûìè
t-ôóíêöèÿìè.

Ôóíêöèè t
(β)
ξ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ öèêëîâ, ïî-

ëàãàÿ, ÷òî îïåðàöèÿ Sβ(J), âûïîëíÿåìàÿ íà èòåðàöèè J, áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ íà èòåðàöèè t

(β)
(J). Òàêèì îáðàçîì, êîìïîíåíòû âåêòîðà t

(β)

èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ äëÿ
îïåðàòîðà Sβ : t

(β)
1 � ïàðàìåòð ñàìîãî âíåøíåãî öèêëà, t(β)

n � ïàðàìåòð
ñàìîãî âíóòðåííåãî öèêëà.

Óñëîâèå (1.11) ôîðìàëèçóåò òðåáîâàíèå íåâîçìîæíîñòè áîëåå ÷åì
îäíîêðàòíîãî ñðàáàòûâàíèÿ îäíîãî îïåðàòîðà íà îäíîé èòåðàöèè ïðå-
îáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (1.11) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ, òî dim

(
ker T (β)

)
= nβ−rank T (β) ≥ 1. Ïóñòü u � âåêòîð èç ker T (β);

òîãäà äëÿ J, J + u ∈ Vβ èìååì t
(β)

(J + u) = t
(β)

(J), ò. å. îïåðàòîð Sβ

ñðàáàòûâàåò áîëåå îäíîãî ðàçà íà èòåðàöèè t
(β)

(J).

1.4 Àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãíåçä âëîæåííûõ öèêëîâ

Èçâåñòíî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé öèêëîâ. Íàèáîëåå øè-
ðîêîå ïðèìåíåíèå íà ïðàêòèêå ïîëó÷èëè òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ: ðàñ-
ïðåäåëåíèå öèêëîâ, ñëèÿíèå öèêëîâ, óíèìîäóëÿðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
(ïåðåñòàíîâêà, îáðàùåíèå, ñêàøèâàíèå öèêëîâ), áëîêèíã, ïåðåóïîðÿ-
äî÷åíèå îïåðàòîðîâ, ðàñùåïëåíèå ïðîñòðàíñòâà èòåðàöèé, âûäåëåíèå
ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé, ïîëíàÿ èëè ÷àñòè÷íàÿ ðàñêðóòêà öèêëà ïî èòå-
ðàöèÿì, âûíåñåíèå çà ïðåäåëû öèêëà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ èëè ïîñëåä-
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íèõ èòåðàöèé. Çàìåòèì, ÷òî â ðàçäåëå 1.1 ïðèìåíÿëàñü ðàñêðóòêà öèê-
ëîâ ïî íåñêîëüêèì èòåðàöèÿì äëÿ ïîëó÷åíèÿ çàâèñèìîñòåé àëãîðèòìà,
à â ðàçäåëå 2.1 áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ðàñïðåäåëåíèå öèêëîâ äëÿ âûÿâ-
ëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî ïàðàëëåëèçìà. Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ
àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãíåçä âëîæåííûõ öèêëîâ. Àôôèííûå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ îáîáùàþò íåêîòîðûå èçâåñòíûå (â ÷àñòíîñòè, óíèìîäó-
ëÿðíûå) ïðåîáðàçîâàíèÿ öèêëîâ.

1.4.1 Ïðåîáðàçîâàíèÿ òåñíî âëîæåííûõ öèêëîâ
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïîäðîáíî ñëó÷àé àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

ãíåçäà òåñíî âëîæåííûõ öèêëîâ c ãëóáèíîé âëîæåííîñòè n. Èíäåêñíóþ
îáëàñòü îïåðàòîðîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç V. Ïóñòü t

(β)
: V → Zn ÿâëÿþò-

ñÿ òàêèìè âåêòîðíûìè t-ôóíêöèÿìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ èìåþò âèä
(1.10), ïðè÷åì ïðè ôèêñèðîâàííûõ ξ âåêòîðû τ (β,ξ) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ
β :

t
(β)
ξ (J) = τ (ξ)J + aβ,ξ, J ∈ V,

τ (ξ) = (τ
(ξ)
1 , . . . , τ

(ξ)
n ) ∈ Zn, aβ,ξ ∈ Z,

1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 n.

(1.13)

Â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå çàïèñè ðàâåíñòâà (1.13) èìåþò âèä

t
(β)

(J) = TJ + a(β), J ∈ V, 1 6 β 6 K,

ãäå T � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ τ (1), . . . , τ (n),

J � âåêòîð-ñòîëáåö, a(β) =




aβ,1

· · ·
aβ,n


.

Îïðåäåëåíèå (äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå öèêëîâ). Ïðåîáðàçîâà-
íèå ãíåçäà öèêëîâ íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ïî-
ðÿäîê âûïîëíåíèÿ çàâèñèìûõ îïåðàöèé.

Çàôèêñèðóåì d, 1 6 d 6 n, è îáîçíà÷èì t
(β)
1:d = (t

(β)
1 , · · · , t

(β)
d ).

Ââåäåì åùå â ðàññìîòðåíèå ãðàô G0(t) � îñòîâíûé ïîäãðàô ðåäóöèðî-
âàííîãî ãðàôà çàâèñèìîñòåé, â êîòîðîì îñòàâëåíû òîëüêî òàêèå äóãè
(vα, vβ), ÷òî ñóùåñòâóþò çàâèñèìûå îïåðàöèè Sα(I), Sβ(J), äëÿ êîòî-
ðûõ t

(α)
(I) = t

(β)
(J). Ãðàô G0(t) âûðàæàåò âíóòðèèòåðàöèîííûå çàâè-

ñèìîñòè ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ.
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Òåîðåìà 1.1 Ïóñòü t
(β)

= (t
(β)
1 , . . . , t

(β)
n ), 1 6 β 6 K, � âåêòîðíûå

òàéìèðóþùèå ôóíêöèè.
1. Ôóíêöèè t

(β) çàäàþò äîïóñòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå ãíåçäà
öèêëîâ.

2. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî d, 1 6 d 6 n− 1, âûïîëíÿåòñÿ[
t
(β)
1:d(J) > lext

(α)
1:d (I) èëè

t
(β)

(J) = t
(α)

(I),
I, J ∈ V, Sα(I) → Sβ(J), (1.14)

òî n−d âíóòðåííèõ öèêëîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ ÿâëÿþòñÿ
ïàðàëëåëüíûìè.

3. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî d, 1 6 d 6 n − 1, ôóíêöèè t
(β)
d+1, . . . , t

(β)
n ,

1 6 β 6 K, ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè t-ôóíêöèÿìè, òî âåêòîðíûå
ôóíêöèè (t

(β)
1 +

n∑
ξ=d+1

t
(β)
ξ , t

(β)
2 , . . . , t

(β)
n ) ÿâëÿþòñÿ òàéìèðóþùèìè è çà-

äàþò ïðåîáðàçîâàíèå ãíåçä öèêëîâ, ïðèâîäÿùåå ê n− d ïàðàëëåëüíûì
âíóòðåííèì öèêëàì.

4. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî d, 1 6 d 6 n, âûïîëíÿåòñÿ
t
(β)
1:d(J) = t

(α)
1:d (I), I, J ∈ V, Sα(I) → Sβ(J), (1.15)

òî d âíåøíèõ öèêëîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ ÿâëÿþòñÿ ïà-
ðàëëåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîðû, âûïîëíÿåìûå
íà îäíîé èòåðàöèè ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ, óïîðÿäî÷åíû â
ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôîì G0(t). Ïîêàæåì, ÷òî òàêîå óïîðÿäî÷åíèå âîç-
ìîæíî.

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ãðàô G0(t) ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêèì. Ïðåä-
ïîëîæèì ïðîòèâíîå, íàëè÷èå êîíòóðà (vα1

, vα2
), (vα2

, vα3
), . . . , (vαk

, vα1
).

Òîãäà ñóùåñòâóþò çàâèñèìîñòè
Sα1

(I(1)) → Sα2
(J (1)), Sα2

(I(2)) → Sα3
(J (2)), . . . ,

Sαk
(I(k)) → Sα1

(J (k))
(1.16)

òàêèå, ÷òî TI(1) +a(α1) = TJ (1) +a(α2), T I(2) +a(α2) = TJ (2) +a(α3), . . . ,
TI(k)+a(αk) = TJ (k)+a(α1). Ñëîæèâ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì T

k∑
j=1

(J (j)−
− I(j)) = 0. Îáîçíà÷èì Ti � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû T, J(J1, . . . , Jn) =

=
k∑

j=1
(J (j) − I(j)). Òîãäà T1J1 + . . . + TnJn = 0. Ñòîëáöû ìàòðèöû T
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîé òàéìèðó-
þùåé ôóíêöèè), ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ J1 = 0, . . . , Jn = 0, ò. å.
k∑

j=1
(J (j)− I(j)) = 0. Òàê êàê J (j) >lex I(j), òî ïîëó÷èì J (j) = I(j); âñå çà-

âèñèìîñòè (1.16) ÿâëÿëèñü âíóòðèèòåðàöèîííûìè è äî ïðåîáðàçîâàíèÿ
ãíåçäà öèêëîâ. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå: îïåðàòîðû Sα1

, Sα2
, . . . , Sαk

íå
ìîãëè áûòü óïîðÿäî÷åíû â èñõîäíîì ãíåçäå öèêëîâ, òàê êàê áûëà âíóò-
ðèèòåðàöèîííàÿ çàâèñèìîñòü îïåðàòîðà ñ ìåíüøèì íîìåðîì îò îïåðà-
òîðà ñ áîëüøèì íîìåðîì.

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèé òåî-
ðåìû.

1. Ïóñòü Sα(I) → Sβ(J). Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ ãíåçäà öèêëîâ Sα(I) âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå Sβ(J). Îïåðàöèÿ
Sα(I) âûïîëíÿåòñÿ íà èòåðàöèè t

(α)
(I), îïåðàöèÿ Sβ(J) � íà èòåðà-

öèè t
(β)

(J). Òàê êàê t
(1)

, . . . , t
(K) ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûìè t-ôóíêöèÿìè, òî

t
(β)

(J) >lex t
(α)

(I). Åñëè t
(β)

(J) > lext
(α)

(I), òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Sα(I)

âûïîëíÿåòñÿ ðàíüøå Sβ(J). Åñëè t
(β)

(J) = t
(α)

(I), òî Sα(I) âûïîëíÿåò-
ñÿ ðàíüøå Sβ(J), òàê êàê îïåðàòîðû, âûïîëíÿåìûå íà îäíîé èòåðàöèè,
óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôîì G0(t).

2. Äëÿ ïàðàëëåëüíîñòè n− d âíóòðåííèõ öèêëîâ ïðåîáðàçîâàííî-
ãî ãíåçäà öèêëîâ òðåáóåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ öèêëîâ
íå ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòåé ïî n− d âíóòðåííèì öèêëàì. Ôîðìàëüíî,
òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî åñëè îïåðàöèÿ Sβ(J) çàâèñèò îò îïåðàöèè Sα(I)

è t
(β)
1:d(J) = t

(α)
1:d (I) (ò. å. ïàðàìåòðû d âíåøíèõ öèêëîâ ïîñëå ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ñîâïàäàþò), òî t
(β)

(J) = t
(α)

(I). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðå-
áóåìîå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óñëîâèÿ (1.14). Òàêèì îáðàçîì,
âñå èòåðàöèè n − d âíóòðåííèõ öèêëîâ ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðå-
ìåííî; ëþáàÿ çàâèñèìîñòü Sα(I) → Sβ(J) áóäåò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ
èëè âíóòðèèòåðàöèîííîé (åñëè t

(β)
(J) = t

(α)
(I)), èëè çàâèñèìîñòüþ ïî

êàêîìó-ëèáî èç d âíåøíèõ öèêëîâ (åñëè t
(β)
1:d(J) > lext

(α)
1:d (I)).

3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âåêòîðíûå ôóíêöèè (t
(β)
1 +

+
n∑

ξ=d+1
t
(β)
ξ , t

(β)
2 , . . . , t

(β)
n ) ÿâëÿþòñÿ òàéìèðóþùèìè, ïîêàæåì âûïîëíå-

íèå äëÿ íèõ óñëîâèé (1.12) (ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (1.11) î÷åâèäíà:
ïðè ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ðàíã ìàòðèöû íå ìåíÿåòñÿ). Ïóñòü
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Sα(I) → Sβ(J). Òàê êàê ôóíêöèè t
(β)
1 , t

(β)
d+1, . . . , t

(β)
n ÿâëÿþòñÿ îäíîìåð-

íûìè t-ôóíêöèÿìè, òî

t
(β)
1 (J) > t

(α)
1 (I),

t
(β)
d+1(J) > t

(α)
d+1(I), . . . , t

(β)
n (J) > t

(α)
n (I).

(1.17)

Ñëåäîâàòåëüíî, t
(β)
1 (J) +

n∑
ξ=d+1

t
(β)
ξ (J) > t

(α)
1 (I) +

n∑
ξ=d+1

t
(α)
ξ (I);

ïîýòîìó, ñ ó÷åòîì t
(β)

(J) >lex t
(α)

(I), ïîëó÷èì (t
(β)
1 (J) +

n∑
ξ=d+1

t
(β)
ξ (J),

t
(β)
2 (J), . . . , t

(β)
n (J)) >lex (t

(α)
1 (I) +

n∑
ξ=d+1

t
(α)
ξ (I), t

(α)
2 (I), . . . , t

(α)
n (I)).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïàðàëëåëüíîñòè n− d âíóòðåííèõ öèêëîâ ïî-
êàæåì, ÷òî ýòè öèêëû ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîãóò ïîðîæäàòü òîëüêî
âíóòðèèòåðàöèîííûå çàâèñèìîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü
íàëè÷èå çàâèñèìîñòè Sα(I) → Sβ(J) ïî êàêîìó-ëèáî öèêëó ξ, ξ > d,

òî ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå: ñ îäíîé ñòîðîíû, äîëæíî áûòü t
(β)
1 (J) +

+
n∑

ξ=d+1
t
(β)
ξ (J) = t

(α)
1 (I) +

n∑
ξ=d+1

t
(α)
ξ (I), ñ äðóãîé ñòîðîíû, t

(β)
1 (J) +

+
n∑

ξ=d+1
t
(β)
ξ (J) > t

(α)
1 (I)+

n∑
ξ=d+1

t
(α)
ξ (I) ââèäó ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâ

(1.17) è t
(β)
ξ (J) > t

(α)
ξ (I).

4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.15). Òîãäà ëþáûå äâå çàâèñè-
ìûå îïåðàöèè áóäóò ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ öèêëîâ èìåòü îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ d âíåøíèõ öèêëîâ. Ïîýòîìó d âíåøíèõ öèêëîâ
ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè. ¤

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì ãíåçäî öèêëîâ
do i = 1, N

do j = 1, N
S1 : a(i, j) = i
S2 : b(i, j) = b(i, j − 1) + a(i, j)c(i− 1, j)
S3 : c(i, j) = 2b(i, j) + a(i, j)

enddo
enddo

(1.18)

è t-ôóíêöèè t
(β)
1 (i, j) = (1, 0)(i, j), t

(β)
2 (i, j) = (0, 1)(i, j), β = 1, 2, 3.

Ýòè òàéìèðóþùèå ôóíêöèè áóäóò ïîëó÷åíû â ïîäðàçäåëå 2.2 Ñîãëàñíî
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òðåòüåìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.1, âåêòîðíûå ôóíêöèè t
(β)

(i, j) =
= (((1, 0) + (0, 1))(i, j), (0, 1)(i, j)) = (i + j, j), β = 1, 2, 3, ïðèâîäÿò ê
ãíåçäó öèêëîâ ñ ïàðàëëåëüíûì âíóòðåííèì öèêëîì.

Ïîëó÷èì ïðåîáðàçîâàííîå ãíåçäî öèêëîâ.
Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïàðó (i, j) â ïàðó (i′, j′), ãäå

i′ = i + j, j′ = j, 1 6 i, j 6 N. Ñëåäîâàòåëüíî, j = j′, i = i′ − j =
= i′ − j′, 1 6 i′ − j′ 6 N, 1 6 j′ 6 N. Âûðàçèì ãðàíèöû èçìåíåíèÿ
íîâûõ ïàðàìåòðîâ öèêëîâ â ÿâíîì âèäå. Äîáàâèâ ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
1 6 i′ − j′ 6 N, 1 6 j′ 6 N ñóììó ýòèõ íåðàâåíñòâ 2 6 i′ 6 2N, è
ïðåäñòàâèâ íåðàâåíñòâî 1 6 i′ − j′ 6 N â âèäå i′ − N 6 j′ 6 i′ − 1,
ïîëó÷èì ñèñòåìó 2 6 i′ 6 2N, i′ − N 6 j′ 6 i′ − 1, 1 6 j′ 6 N.

Òàêèì îáðàçîì, i′ èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 2 äî 2N, à j′ â ïðåäåëàõ îò
max(1, i′−N) äî min(i′− 1, N). Ïðåîáðàçîâàííîå ãíåçäî öèêëîâ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

do i′ = 2, 2N
dopar j′ = max(1, i′ −N), min(i′ − 1, N)

S1 : a(i′ − j′, j′) = i′ − j′

S2 : b(i′ − j′, j′) = b(i′ − j′, j′ − 1)+
+a(i′ − j′, j′)c(i′ − j′ − 1, j′)

S3 : c(i′ − j′, j′) = 2b(i′ − j′, j′) + a(i′ − j′, j′)
enddo

enddo

Ãðàíèöû èçìåíåíèÿ íîâûõ ïàðàìåòðîâ öèêëîâ ìîæíî òàêæå ïîëó-
÷èòü, åñëè èçîáðàçèòü ïðåîáðàçîâàííóþ èíäåêñíóþ îáëàñòü (ðèñ. 1.13).
Ïðè èçîáðàæåíèè ó÷òåíî, ÷òî óãëîâûå òî÷êè (1, 1), (1, N), (N, 1),
(N,N) èíäåêñíîé îáëàñòè ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êè (2, 1),
(N + 1, N), (N + 1, 1), (2N, N). ¤

Îòìåòèì îñíîâíûå ýòàïû ïîëó÷åíèÿ êîäà ïðåîáðàçîâàííûõ ãíåçä
öèêëîâ: âûðàçèòü ïàðàìåòðû èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ ÷åðåç íîâûå ïà-
ðàìåòðû öèêëîâ, âûðàçèòü ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåîáðàçî-
âàííîãî ãíåçäà öèêëîâ, çàïèñàòü êîä.

Îáùèé ñïîñîá ãåíåðàöèè êîäà ïðåîáðàçîâàííûõ âëîæåííûõ ãíåçä
öèêëîâ áóäåò ðàññìîòðåí â ðàçäåëå 2.5

Îïðåäåëåíèå (ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà). ×èñëî ïàðàëëåëüíûõ öèê-
ëîâ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ ïàðàëëåëèçìà âëîæåííîãî ãíåçäà öèêëîâ.
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Ðèñ. 1.13

Ïðèìåíåíèå âåêòîðíûõ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì (1.14) è (1.15), ïðèâîäèò ê ãíåçäàì öèêëîâ ñî ñòåïåíüþ
ïàðàëëåëèçìà n− d è d ñîîòâåòñòâåííî.

1.4.2 Ïðèìåíåíèå ê íå òåñíî âëîæåííûì öèêëàì
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ãíåçäà âëîæåííûõ, íî íå îáÿçàòåëüíî òåñíî,

öèêëîâ. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðíûõ t-ôóíêöèé
èìåþò âèä (1.10), ïðè÷åì ïðè ôèêñèðîâàííûõ ξ âåêòîðû τ (β,ξ) îäèíà-
êîâû äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì óðîâíå âëîæåííî-
ñòè:

t
(β)
ξ (J) = τ

(ξ)
1:dJ + aβ,ξ,

J ∈ Vβ ⊂ Zd, τ
(ξ)
1:d = (τ

(ξ)
1 , . . . , τ

(ξ)
d ) ∈ Zd, aβ,ξ ∈ Z,

d = nβ, 1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 n.

(1.19)

Â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå çàïèñè ðàâåíñòâà (1.19) èìåþò âèä

t
(β)

(J) = T1:dJ + a(β), J ∈ Vβ ⊂ Zd, d = nβ, 1 6 β 6 K,

ãäå T1:d = T (β) � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ

τ
(1)
1:d , . . . , τ

(n)
1:d , J � âåêòîð-ñòîëáåö, a(β) =




aβ,1

· · ·
aβ,n


.

Îáîçíà÷èì t
(β)
1:d = (t

(β)
1 , · · · , t

(β)
d ), G0(t1:d) � îñòîâíûé ïîäãðàô ðå-

äóöèðîâàííîãî ãðàôà çàâèñèìîñòåé, â êîòîðîì îñòàâëåíû òîëüêî òàêèå
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äóãè (vα, vβ), ÷òî ñóùåñòâóþò çàâèñèìûå îïåðàöèè Sα(I), Sβ(J), äëÿ êî-
òîðûõ t

(α)
1:d (I) = t

(β)
1:d(J). Ãðàô G0(t1:d) âûðàæàåò âíóòðèèòåðàöèîííûå

çàâèñèìîñòè ïî d ïåðâûì öèêëàì ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ, ïî-
ýòîìó íà óðîâíå âëîæåííîñòè d îïåðàòîðû ñëåäóåò óïîðÿäî÷èâàòü â
ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàôîì G0(t1:d). Òåîðåìà 1.1 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé (ðàâåíñòâà â óñëîâèÿõ (1.14) è (1.15) ïîíèìàþò-
ñÿ êàê ëåêñèêîãðàôè÷åñêèå).

Ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âëî-
æåííûõ öèêëîâ ÷àñòî ïðèìåíèìû è äëÿ ãíåçä öèêëîâ ñ áîëåå ñëîæíîé
ñòðóêòóðîé âëîæåííîñòè. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé ê íå âëîæåí-
íûì öèêëàì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ âëîæåííûõ
öèêëîâ. Ïðèâåäåì èëëþñòðàöèîííûé ïðèìåð ñëèÿíèÿ öèêëîâ.

Ðàññìîòðèì äâà íå âëîæåííûõ öèêëà:

do i = 1, N
S1 : x(i) = a(i)

enddo
do j = 1, N

S2 : x(j) = x(j) + b(j)
enddo

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. ïðèìåð â ðàçäåëå 2.2), ÷òî ôóíêöèè t(1)(i) =
= i, t(2)(i) = i ÿâëÿþòñÿ f-ôóíêöèÿìè. Èç òåîðåìû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî
ïîðîæäàåìûé ýòèìè ôóíêöèÿìè öèêë ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì:

dopar i = 1, N
S1 : x(i) = a(i)
S2 : x(i) = x(i) + b(i)

enddo
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Ãëàâà 2

ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÒÀÉÌÈÐÓÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
È ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ ÖÈÊËÎÂ

Ýòà ãëàâà ïîñâÿùåíà ìåòîäàì ïîëó÷åíèÿ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé
è ïðåîáðàçîâàíèé ãíåçä öèêëîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ïàðàëëåëüíûì öèêëàì.

2.1 Ðàñïàðàëëåëèâàíèå, èñïîëüçóþùåå
óðîâíè çàâèñèìîñòåé

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí àëãîðèòì Àëëåíà è Êåííåäè ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ ãíåçä òåñíî âëîæåííûõ öèêëîâ.

Ïðèâåäåì ñíà÷àëà ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé èñïîëüçîâàíèå àíà-
ëèçà óðîâíåé çàâèñèìîñòåé äëÿ âûÿâëåíèÿ êîîðäèíàòíîãî ïàðàëëå-
ëèçìà.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíîå ãíåçäî öèêëîâ (àëãîðèòì (1.2) óìíîæå-
íèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð, çàïèñàííûé â âèäå ãíåçäà òåñíî âëîæåííûõ
öèêëîâ)

do i = 1, N
do j = 0, N

S1 : if (j = 0) then c(i) = 0 else
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo

è åãî ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çàâèñèìîñòåé, ïîìå÷åííûé âåêòîðàìè çà-
âèñèìîñòåé (ðèñ. 2.1).

"!

#Ã
S1

"!

#Ã
S2

-
(0, 1)

·

¸¾
(0, 1)

Ðèñ. 2.1

Òàê êàê öèêë ñ ïàðàìåòðîì i (öèêë óðîâíÿ 1) íå ïîðîæäàåò çàâè-
ñèìîñòåé, òî åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê ïàðàëëåëüíûé; öèêë ñ ïàðàìåò-
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ðîì j (öèêë óðîâíÿ 2) ïîðîæäàåò çàâèñèìîñòè, ïîýòîìó îí ïîñëåäîâà-
òåëüíûé:

dopar i = 1, N
doseq j = 0, N

S1 : if (j = 0) then c(i) = 0 else
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo

Çàïèøåì òåïåðü àëãîðèòì óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð â ñëåäó-
þùåì âèäå:

do j = 0, N
do i = 1, N

S1 : if (j = 0) then c(i) = 0 else
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo

Èçîáðàçèì ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çàâèñèìîñòåé (ðèñ. 2.2).

"!

#Ã
S1

"!

#Ã
S2

-
(1, 0)

·

¸¾
(1, 0)

Ðèñ. 2.2

Òàê êàê öèêë óðîâíÿ 1 ïîðîæäàåò çàâèñèìîñòè, òî îí ïîñëåäîâà-
òåëüíûé; òàê êàê âñå çàâèñèìûå îïåðàöèè óïîðÿäî÷åíû â ñîîòâåòñòâèè
ñ öèêëîì óðîâíÿ 1, òî öèêë óðîâíÿ 2 ïàðàëëåëüíûé:

doseq j = 0, N
dopar i = 1, N

S1 : if (j = 0) then c(i) = 0 else
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo

Ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî èíôîðìàöèè îá îòñóòñòâèè çàâèñèìîñòåé
ïî öèêëó áûâàåò äîñòàòî÷íî êàê äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàëëåëüíûõ ìíî-
æåñòâ (ïàðàëëåëüíûé âíåøíèé öèêë), òàê è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïàðàëëåëü-
íûõ ôîðì àëãîðèòìîâ (ïàðàëëåëüíûé âíóòðåííèé öèêë).
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Àëãîðèòì Àëëåíà è Êåííåäè îñíîâûâàåòñÿ íà äâóõ ôàêòàõ:
1) ñàìûé âíåøíèé öèêë ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëüíûì, åñëè íåò çàâèñè-

ìîñòåé, ïîðîæäàåìûõ öèêëîì, ò. å. íåò çàâèñèìîñòåé óðîâíÿ 1;
2) âñå èòåðàöèè îïåðàòîðà Sα ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ïåðåä ëþáîé

èòåðàöèåé îïåðàòîðà Sβ, åñëè â ðåäóöèðîâàííîì ãðàôå çàâèñèìîñòåé
íåò ïóòè èç vβ â vα.

Ïåðâîå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîìåòèòü öèêë êàê dopar èëè doseq.
Èç âòîðîãî ñâîéñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîèñê ïàðàëëåëèçìà ìîæíî îñóùåñò-
âëÿòü íåçàâèñèìî â êàæäîé ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ðåäóöèðîâàí-
íîãî ãðàôà çàâèñèìîñòåé1.

Àëãîðèòì 2.1 (ðàñïàðàëëåëèâàíèå, èñïîëüçóþùåå óðîâíè çàâèñèìî-
ñòåé). Ïóñòü G � ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çàâèñèìîñòåé, äóãè êîòîðîãî
ïîìå÷åíû óðîâíÿìè çàâèñèìîñòåé. Ñíà÷àëà ïîëîæèòü k = 1.

1. Óäàëèòü èç G âñå äóãè óðîâíÿ ìåíüøå k. Ïîëó÷åííûé ãðàô
îáîçíà÷èòü G(k).

2. Ðàçëîæèòü G(k) íà ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû Gi(k) è óïî-
ðÿäî÷èòü èõ òîïîëîãè÷åñêè.

3. Ïåðåïèñàòü êîä òàê, ÷òîáû êàæäûé Gi(k) ñîîòâåòñòâîâàë
ðàçíûì ãíåçäàì öèêëîâ íà óðîâíå áîëüøåì èëè ðàâíîì k, è ÷òîáû
î÷åðåäíîñòü Gi(k) ñîîòâåòñòâîâàëà áû øàãó 2 (ðàñïðåäåëåíèå öèêëîâ
óðîâíÿ áîëüøåãî èëè ðàâíîãî k è ïåðåóïîðÿäî÷åíèå îïåðàòîðîâ).

4. Äëÿ êàæäîãî Gi(k) ïîìåòèòü öèêë óðîâíÿ k êàê dopar, åñëè
Gi(k) íå ñîäåðæèò äóã óðîâíÿ k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîìåòèòü öèêë
êàê doseq.

5. Äëÿ êàæäîãî Gi(k) îáîçíà÷èòü G = Gi(k), óâåëè÷èòü k íà 1 è
ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé ðåêóðñèè àëãîðèòìà, ò. å. ïåðåéòè ê øàãó 1.

Â àëãîðèòìå 2.1 âûÿâëåíèå ïàðàëëåëèçìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ àíàëèçà óðîâíåé çàâèñèìîñòåé è ðàñïðåäåëåíèÿ öèêëîâ. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ àëãîðèòìà � èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåíèå öèêëîâ òàê, ÷òîáû
óìåíüøèòü ÷èñëî îïåðàòîðîâ âíóòðè öèêëà, è òåì ñàìûì ïîòåíöèàëüíî
óìåíüøèòü ÷èñëî çàâèñèìîñòåé ïî öèêëó.

Èçâåñòíî, ÷òî àëãîðèòì 2.1 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî
âõîäíûõ äàííûõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâà-

1Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô (ïîäãðàô) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ñâÿçíûì, åñëè â íåì ñóùåñòâóåò çàì-
êíóòûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âñå âåðøèíû.
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íèÿ, âõîäíûìè äàííûìè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çà-
âèñèìîñòåé ñ äóãàìè, ïîìå÷åííûìè óðîâíÿìè çàâèñèìîñòåé, íå ìîæåò
íàéòè áîëüøå ïàðàëëåëèçìà, ÷åì àëãîðèòì 2.1.

Ïðèìåð 3 (ïðîäîëæåíèå). Ïðèìåíèì àëãîðèòì 2.1 ê ãíåçäó öèê-
ëîâ (1.18). Ïîñòðîèì ðåäóöèðîâàííûé ãðàô çàâèñèìîñòåé (ðèñ. 2.3).

"!

#Ã
S1

"!

#Ã
S2

"!

#Ã
S3

-∞

@
@

@
@@R

∞
¡

¡
¡

¡¡µ

1

¡
¡

¡
¡¡ª

∞

·

¸¾
2

Ðèñ. 2.3

Ïîëîæèì k = 1. Ãðàô G(1) ñîâïàäàåò ñ ãðàôîì G è ñîäåðæèò äâå
ñèëüíî ñâÿçíûå êîìïîíåíòû; G1(1) ñîäåðæèò âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ îïåðàòîðó S1, G2(1) ñîäåðæèò âåðøèíó, ñîîòâåòñòâóþùóþ S2 è
S3 (ðèñ. 2.4).

"!

#Ã
S1

"!

#Ã
S2

"!

#Ã
S3

¡
¡

¡
¡¡µ

1

¡
¡

¡
¡¡ª

∞

·

¸¾
2

Ðèñ. 2.4

Òåïåðü ñëåäóåò ïåðåïèñàòü êîä òàê, ÷òîáû G1(1) è G2(1) ñîîòâåò-
ñòâîâàëè ðàçíûì ãíåçäàì öèêëîâ. Ãðàô G1(1) íå ñîäåðæèò äóã, ïîýòî-
ìó ñîîòâåòñòâóþùèå åìó îïåðàòîðû öèêëà ïîìåòèì êàê dopar; ãðàô
G2(1) ñîäåðæèò äóãó óðîâíÿ 1, ïîýòîìó îïåðàòîð öèêëà do i = 1, N
ïîìåòèì êàê doseq:
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dopar i = 1, N
dopar j = 1, N

S1 : a(i, j) = i

enddo
enddo
doseq i = 1, N

do j = 1, N
S2 : b(i, j) = b(i, j − 1) + a(i, j)c(i− 1, j)
S3 : c(i, j) = 2b(i, j) + a(i, j)

enddo
enddo
Äàëåå ïîëîæèì k = 2 è ïåðåéäåì ê øàãó 1 äëÿ ãðàôà G2(1). Óäà-

ëèâ èç G2(1) äóãó óðîâíÿ 1, ïîëó÷èì ãðàô G(2) ñ äâóìÿ ñèëüíî ñâÿç-
íûìè êîìïîíåíòàìè (ðèñ. 2.5).

"!

#Ã
S3

"!

#Ã
S2

¾ ∞ ·

¸¾
2

Ðèñ. 2.5

Âñå èòåðàöèè îïåðàòîðà S2 (âû÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïî-
íåíòå G1(2)) ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ðàíüøå ëþáîé èòåðàöèè îïåðàòîðà
S3 (âû÷èñëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòå G2(2)). Ïåðåïèøåì êîä,
ïðèñâîèâ îïåðàòîðó do j = 1, N òèï doseq äëÿ ñëó÷àÿ G1(2) (òàê êàê
G1(2) ñîäåðæèò äóãó óðîâíÿ 2) è òèï dopar äëÿ ñëó÷àÿ G2(2). Îêîí÷à-
òåëüíî ïîëó÷èì:

dopar i = 1, N
dopar j = 1, N

S1 : a(i, j) = i

enddo
enddo
doseq i = 1, N

doseq j = 1, N
S2 : b(i, j) = b(i, j − 1) + a(i, j)c(i− 1, j)

enddo
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dopar j = 1, N
S3 : c(i, j) = 2b(i, j) + a(i, j)

enddo
enddo

¤

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìåòîä Àëëåíà è Êåííåäè íå âûÿâëÿ-
åò ñêîøåííûé ïàðàëëåëèçì. Îí íå âûÿâëÿåò òàêæå è êîîðäèíàòíûé
ïàðàëëåëèçì, åñëè äëÿ ïàðàëëåëèçàöèè öèêëîâ òðåáóåòñÿ èõ ïåðåñòà-
íîâêà.

2.2 Ïîëó÷åíèå òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé
äëÿ îäíîðîäíûõ ãíåçä öèêëîâ

Ïóñòü àëãîðèòì çàäàí îäíîðîäíûì ãíåçäîì òåñíî âëîæåííûõ öèê-
ëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå (ñì. ðàçäåë 1.1) çàâèñèìîñòè àëãîðèòìà âûðàæàþò-
ñÿ íàáîðîì âåêòîðîâ çàâèñèìîñòåé ϕ(α,β), (α, β) ∈ P. Â ýòîì ðàçäåëå
èññëåäóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òàéìèðóþùèå ôóíêöèè t(β)(J) ÿâëÿþòñÿ àô-
ôèííûìè ôóíêöèÿìè âèäà

t(β)(J) = τ · J + aβ, J ∈ Vβ, 1 6 β 6 K,

τ = (τ1, . . . , τn) ∈ Zn, aβ ∈ Z.
(2.1)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
τ̃ = (τ1, . . . , τn, a1, . . . , aK) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé (2.1);

ϕ̃(α,β) =

(
ϕ(α,β)

0

)
+ e

(n+K)
n+β − e

(n+K)
n+α , ãäå e

(n+K)
l � âåêòîð ðàçìå-

ðà n + K, ó êîòîðîãî êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì l ðàâíà 1, à îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû íóëåâûå;

E(l) � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà l;

D � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ϕ̃(α,β);
D ∈ Z(n+K)×m, ãäå m � ÷èñëî âåêòîðîâ çàâèñèìîñòåé ϕ(α,β) (÷èñëî
ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå P ). Ìàòðèöà D íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé çàâèñè-
ìîñòåé.

Òåîðåìà 2.1 Ïóñòü íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû (E(n+K)|D) ñîâåðøå-
íà êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé2,

2Ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, ïåðåñòàíîâêà ñòðîê è
ñòîëáöîâ ìàòðèöû, óìíîæåíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ íà íåíóëåâîå ÷èñëî.
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è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíà ìàòðèöà (P |B), P ∈ Z(n+K)×(n+K),

B ∈ Z(n+K)×m.

1. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ñòðîê ìàòðèöû B ñîäåðæèò òîëüêî íåîò-
ðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P
îïðåäåëÿåò âåêòîð ïàðàìåòðîâ t-ôóíêöèé âèäà (2.1).

2. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ñòðîê ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P îïðåäåëÿåò âåêòîð ïàðàìåò-
ðîâ f-ôóíêöèé âèäà (2.1).

3. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ñòðîê ìàòðèöû B ñîäåðæèò òîëüêî ïî-
ëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P

îïðåäåëÿåò âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñòðîãèõ t-ôóíêöèé âèäà (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû. Ïðåîáðàçóåì óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé (1.7) (ñ ó÷å-
òîì òîãî, ÷òî Φα,β = E(n)): t(β)(J) − t(α)(J − ϕ(α,β)) > 0, τJ + aβ −
− τ(J − ϕ(α,β))− aα > 0, τϕ(α,β) + aβ − aα > 0,

τ̃ ϕ̃(α,β) > 0, (α, β) ∈ P. (2.2)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ âèäà (2.1) ÿâëÿëàñü òàéìè-
ðóþùåé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (2.2), èëè, â
äðóãîé ôîðìå çàïèñè, ìàòðè÷íî-âåêòîðíîãî íåðàâåíñòâà

τ̃D > 0. (2.3)

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâà âèäà (2.3) ñâåäåì ê ðåøåíèþ âñïîìîãàòåëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

(τ̃ |z)

(
D

−E(m)

)
= 0. (2.4)

Åñëè íàéäåíî òàêîå ðåøåíèå (τ̃ |z) óðàâíåíèÿ (2.4), ÷òî z � âåêòîð,
ó êîòîðîãî âñå êîîðäèíàòû íåîòðèöàòåëüíû, òî âåêòîð τ̃ åñòü ðåøåíèå
íåðàâåíñòâà (2.3). Ýòî î÷åâèäíî, åñëè (2.4) çàïèñàòü â âèäå τ̃D = zE(m).

Óðàâíåíèþ (2.4) óäîâëåòâîðÿþò ñòðîêè ìàòðèöû (E(n+K)|D) (òàê

êàê (E(n+K)|D)

(
D

−E(m)

)
= E(n+K)D−DE(m) = D−D = 0). Ñòðîêè

ìàòðèöû (P |B) åñòü ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ñòðîê ìàòðèöû (E(n+K)|D),
ïîýòîìó òîæå óäîâëåòâîðÿþò (2.4). Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà ìàòðèöû
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B ñîäåðæèò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû P óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.3), ò. å. îïðåäåëÿåò
âåêòîð ïàðàìåòðîâ t-ôóíêöèè. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðâî-
ìó, òîëüêî âìåñòî íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ (2.2) èñïîëüçóþòñÿ ðàâåíñòâà
τ̃ ϕ̃(α,β) = 0, à îò âåêòîðà z èç óðàâíåíèÿ (2.4) òðåáóåòñÿ áûòü íóëå-
âûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû èñïîëüçóþò-
ñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà τ̃ ϕ̃(α,β) > 0, à ó âåêòîðà z èç (2.4) äîëæíû áûòü
ïîëîæèòåëüíûå êîîðäèíàòû. ¤
Ñëåäñòâèå 2.1 Äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ãíåçäà òåñíî âëîæåííûõ
öèêëîâ ñ ãëóáèíîé âëîæåííîñòè n ñóùåñòâóåò n òàéìèðîâàíèé (2.1)
ñ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè τ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïåðâûå íåíóëåâûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ çàâèñèìî-
ñòåé ϕ(α,β) ïîëîæèòåëüíû, ïîýòîìó ïðèáàâëåíèåì ê ñòðîêàì ñ áîëüøè-
ìè íîìåðàìè ñòðîê ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè ìîæíî äîáèòüñÿ íåîòðèöà-
òåëüíîñòè ïåðâûõ n ñòðîê ìàòðèöû B. Òîãäà ïåðâûå n ñòðîê ìàòðèöû
P áóäóò ïîðîæäàòü n t-ôóíêöèé âèäà (2.1) ñ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè
âåêòîðàìè τ è a1 = . . . = aK = 0 (ýòè ñòðîêè ïîëó÷åíû íåâûðîæäåí-
íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè n ïåðâûõ ñòðîê ìàòðèöû E(n+K)).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè íå ó÷èòûâàòü âíóòðèèòåðàöèîííûå çàâèñèìî-
ñòè, òî äëÿ ëþáîãî îäíîðîäíîãî ãíåçäà òåñíî âëîæåííûõ öèêëîâ ñó-
ùåñòâóåò ñòðîãàÿ t-ôóíêöèÿ âèäà (2.1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íå ïðèíè-
ìàòü âî âíèìàíèå íóëåâûå âåêòîðû ϕ(α,β), òî ïðèáàâëåíèåì ê ñòðîêàì
ñ áîëüøèìè íîìåðàìè ñòðîê ñ ìåíüøèìè íîìåðàìè ìîæíî äîáèòüñÿ
ïîëîæèòåëüíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ, ïî êðàéíåé ìåðå, íà ìåñòå ïîñëåä-
íåé ñòðîêè ìàòðèöû B (è òåì ñàìûì ïîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñòðîãîé
t-ôóíêöèè).

Íà ïðàêòèêå ìàòðèöó D ëó÷øå ïðåîáðàçîâûâàòü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ýëåìåíòû ìàòðèöû B áûëè êàê ìîæíî áëèæå ê íóëþ. Êàê
ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1, ìåíüøèì çíà÷åíèÿì ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû B ñîîòâåòñòòâóþò ìåíüøèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí t(β)(J) −
− t(α)(Φα,βJ −ϕ(α,β)). Ìåíüøèå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí ïðèâîäÿò ê âû-
ïîëíåíèþ çàâèñèìûõ îïåðàöèé íà áîëåå áëèçêèõ èòåðàöèÿõ, ÷òî âàæíî
âî ìíîãèõ ñõåìàõ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ è îðãàíèçàöèè îáìåíà äàííûìè.

Äàëåå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ýðìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû
ìàòðèöû.
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Îïðåäåëåíèå (ýðìèòîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû). Ïóñòü D
åñòü ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, ρ � ðàíã ìàòðèöû
D. Òîãäà ýëåìåíòàðíûìè ñòðî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöó D

ìîæíî ñâåñòè ê åå ýðìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìå � ê ìàòðèöå H

ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:
� ïåðâûå ρ ñòðîê ìàòðèöû H íåíóëåâûå, âñå ýëåìåíòû îñòàëü-

íûõ ñòðîê ðàâíû íóëþ;
� ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â i-é (i = 1, 2, . . . , ρ) ñòðîêå ìàò-

ðèöû H ðàâåí 1; ïóñòü ýòîò ýëåìåíò âõîäèò â ñòîëáåö ñ íîìåðîì ci;
� c1 < c2 < . . . < cρ;
� â ñòîëáöå ñ íîìåðîì ci âñå ýëåìåíòû, êðîìå âõîäÿùåãî â i-þ

ñòðîêó, ðàâíû íóëþ.
Ìàòðèöà âèäà ýðìèòîâîé íîðìàëüíîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå îáîáùåíèåì åäèíè÷íîé ìàòðèöû, åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðî-
èçâîëüíûå, à íå êâàäðàòíûå íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû.

Òåïåðü ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé âèäà (2.1).

Àëãîðèòì 2.2 (ïîëó÷åíèå òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé äëÿ îäíîðîäíûõ
ãíåçä öèêëîâ).

1. Ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó D.

2. Ýëåìåíòàðíûìè ñòðî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû-
(E(n+K)|D) ïîëó÷èòü íà ìåñòå ìàòðèöû D åå ýðìèòîâó íîðìàëüíóþ
ôîðìó (ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ è ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé ñòðîê ìàòðèöû).

3. Ñëîæåíèåì ñòðîê ïîëó÷èòü íà ìåñòå ìàòðèöû D ìàòðèöó,
ëþáîé ñòîëáåö êîòîðîé ñîñòîèò òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ.

4. Îáîçíà÷èòü ïðåîáðàçîâàííóþ ìàòðèöó ÷åðåç (P |B). Åñëè
êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà ìàòðèöû P ñîäåðæèò íå öåëûå ýëåìåíòû, òî
óìíîæèòü ñòðîêó íà òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû
âñå ýëåìåíòû ñòàëè öåëûìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ t-ôóíêöèé è f-ôóíêöèé
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïåðâûì è âòîðûì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 2.1. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ñòðîãèõ t-ôóíêöèé ðàññìîòðåòü ëþáîé òàêîé íàáîð èç
ñòðîê ìàòðèöû B, ÷òîáû â ñóììå ýòè ñòðîêè ïîðîæäàëè âåêòîð
ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ñóììà ýòèõ ñòðîê â ìàòðèöå P

ïðèâîäèò ê ñòðîãîé t-ôóíêöèè.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð.
Çàïèøåì àëãîðèòì (1.2) â âèäå îäíîðîäíîãî ãíåçäà òåñíî âëîæåí-

íûõ öèêëîâ:

do i = 1, N
do j = 0, N

S1 : if (j = 0) then c(i) = 0 else
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo

(2.5)

Ðàçâåðíóòûé ãðàô çàâèñèìîñòåé àëãîðèòìà (1.2), ïðèâåäåííûé â
ðàçäåëå 1.1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ãðàô àëãîðèòìà (2.5), åñ-
ëè ñ÷èòàòü, ÷òî âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðó S1, ðàñïîëî-
æåíû â òî÷êàõ (i, 0). Çàâèñèìîñòè àëãîðèòìà (2.5) ìîæíî çàäàòü
âåêòîðàìè ϕ(1,2) = (0, 1), ϕ(2,2) = (0, 1). Èìååì: n + K = 2 +
+ 2 = 4, τ̃ = (τ1, τ2, a1, a2), ϕ̃(1,2) = (0, 1,−1, 1), ϕ̃(2,2) =

= (0, 1, 0, 0), (E(4)|D) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 0
1 1
−1 0
1 0


. Âû÷òåì èç âòîðîé

ñòðîêè ÷åòâåðòóþ è ïðèáàâèì ê òðåòüåé ñòðîêå ÷åòâåðòóþ; ïîëó÷èì

(P |B) =




1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 0
0 1
0 0
1 0


. Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî âåêòî-

ðû τ̃ = (1, 0, 0, 0) è τ̃ = (0, 0, 1, 1) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ
f-ôóíêöèé (f-ôóíêöèè t(1)(i, j) = 1, t(2)(i, j) = 1, îïðåäåëÿåìûå âåêòî-
ðîì τ̃ = (0, 0, 1, 1), çàäàþò òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå àëãîðèòìà íà îäíó
÷àñòü), à âåêòîðû τ̃ = (0, 1, 0,−1) è τ̃ = (0, 0, 0, 1) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè
ïàðàìåòðîâ t-ôóíêöèé (âåêòîð τ̃ = (0, 0, 0, 1) îïðåäåëÿåò âûðîæäåííûå
t-ôóíêöèè t(1)(i, j) = 0, t(2)(i, j) = 1). Åñëè â ìàòðèöå (P |B) ñëîæèòü
âòîðóþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè, òî ïðèäåì ê âåêòîðó τ̃ = (0, 1, 0, 0), îïðå-
äåëÿþùåìó ñòðîãèå t-ôóíêöèè t(1)(i, j) = j, t(2)(i, j) = j; ýòè ôóíêöèè
ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü è ñðàçó èç ìàòðèöû (E(4)|D).

Ïðèìåð 3 (ïðîäîëæåíèå). Ïîëó÷èì òàéìèðîâàíèÿ äëÿ àëãîðèòìà
(1.18). Ïîìåòèì äóãè ðåäóöèðîâàííîãî ãðàôà çàâèñèìîñòåé âåêòîðàìè
çàâèñèìîñòåé ϕ(1,2) = (0, 0), ϕ(1,3) = (0, 0), ϕ(2,3) = (0, 0), ϕ(2,2) = (0, 1),
ϕ(3,2) = (1, 0) (ðèñ. 2.6).
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Ðèñ. 2.6

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåêòîðíûõ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé èñïîëüçó-
åì àëãîðèòì 2.2. Èìååì: n + K = 2 + 3 = 5, τ̃ =
= (τ1, τ2, a1, a2, a3), ϕ̃(1,2) = (0, 0,−1, 1, 0), ϕ̃(1,3) = (0, 0,−1, 0, 1),
ϕ̃(2,2) = (0, 1, 0, 0, 0), ϕ̃(2,3) = (0, 0, 0,−1, 1), ϕ̃(3,2) = (1, 0, 0, 1,−1),

(E(5)|D) =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
−1 −1 0 0 0
1 0 −1 0 1
0 1 1 0 −1


. Âû÷òåì èç ÷åòâåðòîé

ñòðîêè ïåðâóþ, ïðèáàâèì ê ïÿòîé ñòðîêå ïåðâóþ, ê òðåòüåé ñòðî-
êå ÷åòâåðòóþ è ïÿòóþ, ê ÷åòâåðòîé � ïÿòóþ; ïîëó÷èì (P |B) =

=




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 1 1
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
1 1 0 0 0
0 1 1 0 0


. Âåêòîðû τ̃ = (1, 0, 0, 0, 0), τ̃ =

= (0, 1, 0, 0, 0), τ̃ = (1, 0, 0, 0, 1) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ íåâû-
ðîæäåííûõ t-ôóíêöèé. Âåêòîð τ̃ = (0, 0, 1, 1, 1) çàäàåò âûðîæäåííóþ
f-ôóíêöèþ. Âåêòîð τ̃ = (0, 0, 0, 1, 1) çàäàåò âûðîæäåííóþ t-ôóíêöèþ.
¤

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà 2.2 ê íå âëîæåííûì
öèêëàì.

Ðàññìîòðèì äâà öèêëà:
do i = 1, N

S1 : x(i) = a(i)
enddo
do j = 1, N

S2 : x(j) = x(j) + b(j)
enddo

Ïðîèçâåäåì ðàñêðóòêó öèêëîâ ïðè N = 3 :
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S1(1) : x(1) = a(1)
S1(2) : x(2) = a(2)
S1(3) : x(3) = a(3)

S2(1) : x(1) = x(1) + b(1)
S2(2) : x(2) = x(2) + b(2)
S2(3) : x(3) = x(3) + b(3)

Âèäíî, ÷òî èìåþò ìåñòî çàâèñèìîñòè S1(i) → S2(j), i = j. Òàêèì îáðà-
çîì, çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðîì ϕ(1,2) = 0. Èìååì: n+K = 1+

+ 2 = 3, τ̃ = (τ1, a1, a2), ϕ̃(1,2) = (0,−1, 1), (E(3)|D) =

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣
0
−1
1

)
.

Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð τ̃ = (1, 0, 0) îïðåäåëÿåò f-ôóíêöèè
t(1)(i) = i, t(2)(i) = i.

Çàìå÷àíèå. Ââåäåì ïîíÿòèå ýðìèòîâîé öåëî÷èñëåííîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû ìàòðèöû. Ïóñòü D � ìàòðèöà ñ öåëî÷èñëåííûìè
ýëåìåíòàìè, ρ � ðàíã ìàòðèöû. Òîãäà ñëîæåíèåì, âû÷èòàíèåì è ïå-
ðåñòàíîâêîé ñòðîê ìîæíî ìàòðèöó D ñâåñòè ê öåëî÷èñëåííîé ìàò-
ðèöå H ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû:

� ïåðâûå ρ ñòðîê ìàòðèöû H íåíóëåâûå, âñå ýëåìåíòû îñòàëü-
íûõ ñòðîê ðàâíû íóëþ;

� ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â i-é (i = 1, 2, . . . , ρ) ñòðîêå ìàò-
ðèöû H ïîëîæèòåëåí; ïóñòü ïåðâûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â i-é (i =
= 1, 2, . . . , ρ) ñòðîêå âõîäèò â ñòîëáåö ñ íîìåðîì ci; òîãäà c1 < c2 <
< . . . < cρ;

� â ñòîëáöå ñ íîìåðîì ci âñå ýëåìåíòû íåîòðèöàòåëüíû, íàè-
áîëüøèì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò â i-é ñòðîêå, â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè, áîëü-
øèìè i, íàõîäÿòñÿ íóëè.

Â àëãîðèòìå (2.2), êàê è â ïîñëåäóþùèõ àëãîðèòìàõ ïîëó÷åíèÿ
òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé, ìîæíî íà øàãå 2 ïðèâîäèòü ìàòðèöó D ê åå
ýðìèòîâîé öåëî÷èñëåííîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ). Òîãäà ãàðàíòèðîâàíà öåëî÷èñëåííîñòü
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû P.
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2.3 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
äëÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ (1.7)�(1.9), êîòîðûì äîëæíû
óäîâëåòâîðÿòü àôôèííûå òàéìèðóþùèå ôóíêöèè âèäà

t(β)(J) = τ (β) · J + aβ, J ∈ Vβ, 1 6 β 6 K,

τ (β) = τ1:nβ
= (τ1, . . . , τnβ

) ∈ Znβ , aβ ∈ Z.
(2.6)

Âåêòîðû τ (β) îäèíàêîâû äëÿ âñåõ îïåðàòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà îäíîì
óðîâíå âëîæåííîñòè. Åñëè nβ = 0, ïðèìåì τ (β) = 0.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
n = max

16β6K
nβ,

τ̃ = (τ1, . . . , τn, a1, . . . , aK) � âåêòîð ðàçìåðà n + K, ñîñòàâëåííûé
èç ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé (2.6);

0i×j � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà i× j;

Φ̃α,β =

(
E(nβ)

0(n−nβ+K)×nβ

)
−

(
Φα,β

0(n−nα+K)×nβ

)
� ìàòðèöà ðàçìåðà

(n + K) × nβ; åñëè nα = 0, òî âû÷èòàåìàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé
(íàïîìíèì, Φα,β ∈ Znα×nβ);

0(i) � íóëåâîé âåêòîð-ñòîëáåö ðàçìåðà i;

ϕ̃(α,β) =

(
ϕ(α,β)

0(n−nα+K)

)
+ e

(n+K)
n+β − e

(n+K)
n+α ; åñëè nα = 0, òî ϕ̃(α,β) =

= e
(n+K)
n+β − e

(n+K)
n+α .

Èññëåäóåì ñíà÷àëà ñòðîãèå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé.
Ïðåîáðàçóåì ñòðîãèå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé (1.9):

τ (β)J + aβ > τ (α)(Φα,βJ − ϕ(α,β)) + aα , (τ (β) − τ (α)Φα,β)J + aβ − aα +
+ τ (α)ϕ(α,β) > 0,

τ̃ Φ̃α,βJ + τ̃ ϕ̃(α,β) > 0, J ∈ Vα,β, (α, β) ∈ P. (2.7)
Íåðàâåíñòâà (2.7) çàäàþò îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûì äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòü àôôèííûå ôóíêöèè âèäà (2.6), ÷òîáû áûòü ñòðîãèìè òàéìèðó-
þùèìè. ×èñëî íåðàâåíñòâ â îãðàíè÷åíèÿõ (2.7) áîëüøîå è çàâèñèò
îò ÷èñëà òî÷åê J â ìíîæåñòâàõ Vα,β. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ñëó÷àè
τ̃ Φ̃α,β = 0, â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåííûé â ðàçäåëå 2.2 ñëó÷àé τ (α) =
= τ (β), Φα,β � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ
îãðàíè÷åíèé (2.7) ñëåäóåò óìåíüøèòü ÷èñëî íåðàâåíñòâ.
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Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çà-
âèñèìîñòåé äëÿ äâóõ ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ñëó÷àåâ. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ
k-òîé êîîðäèíàòû âåêòîðîâ íàðÿäó ñ îáîçíà÷åíèåì òèïà vk áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå (v)k. Çàïèñü òèïà (Φ)k îáîçíà÷àåò k-é ñòîëáåö
ìàòðèöû Φ. Íåðàâåíñòâî âåêòîðîâ ïîíèìàåòñÿ êàê íåðàâåíñòâî âñåõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 2.2 Ïóñòü p(α,β) � òàêîé âåêòîð, ÷òî p(α,β) 6 J äëÿ âñåõ
J ∈ Vα,β. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ äàííîé ïàðû (α, β) ∈ P ñòðîãèå óñëîâèÿ
ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé âûïîëíÿëèñü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âíåøíèõ
ïåðåìåííûõ, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0, τ̃ Φ̃α,β > 0. (2.8)

Óñëîâèÿ (2.8) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, åñëè p(α,β) ∈ Vα,β, âåêòîð
p(α,β) è ôóíêöèè Φα,β, t(α), t(β) íå çàâèñÿò îò âíåøíèõ ïåðåìåííûõ,
è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ âíåøíèõ
ïåðåìåííûõ, ÷òî p(α,β) + Ne

(nβ)
i ∈ Vα,β, 1 6 i 6 nβ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîãèå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé (2.7)
çàïèøåì â âèäå

τ̃ Φ̃α,β(J − p(α,β)) + τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0,

J ∈ Vα,β, (α, β) ∈ P.
(2.9)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî èç ñïðàâåäëèâîñòè
óñëîâèé (2.8) äëÿ äàííîé ïàðû (α, β) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëî-
âèÿ (2.9), à çíà÷èò è óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé (2.7).

Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ (2.8) íå âû-
ïîëíÿþòñÿ äëÿ êàêîé-ëèáî ïàðû (α, β). Åñëè â (2.8) íå âûïîëíÿåòñÿ
ïåðâîå íåðàâåíñòâî, òî (2.7) íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè J = p(α,β) ∈ Vα,β.

Ïóñòü íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî, íàïðèìåð (τ̃ Φ̃α,β)1 < 0. Âû-
áåðåì J = p(α,β) + Ne

(nβ)
1 , ãäå N � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì òåîðåìû âûáðàííîå J ïðè-
íàäëåæèò îáëàñòè Vα,β. Òîãäà τ̃ Φ̃α,β(J−p(α,β)) = N(τ̃ Φ̃α,β)1, äëÿ äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî N óñëîâèå (2.9) N(τ̃ Φ̃α,β)1 + τ̃(Φ̃α,βp

(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0,
à çíà÷èò è óñëîâèå (2.7), íå âûïîëíÿþòñÿ. ¤
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Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü äëÿ âñåõ J = (J1, . . . , Jnβ
) ∈ Vα,β âûïîëíÿåò-

ñÿ Jk1
6 Jki

+ q
(α,β)
i , i = 2, . . . , mα,β, ãäå k1, k2, . . . , kmα,β

� ôèêñè-
ðîâàííûå èíäåêñû, q

(α,β)
i ∈ Z, mα,β ∈ {2, . . . , nβ}. Ïóñòü p(α,β) =

= (p
(α,β)
1 , . . . , p

(α,β)
nβ ) � òàêîé âåêòîð, ÷òî p(α,β) 6 J äëÿ âñåõ J ∈ Vα,β,

ïðè÷åì p
(α,β)
k1

= p
(α,β)
ki

+ q
(α,β)
i , i = 2, . . . , mα,β. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ

äàííîé ïàðû (α, β) ∈ P ñòðîãèå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé
âûïîëíÿëèñü ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ âíåøíèõ ïåðåìåííûõ, äîñòàòî÷-
íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé

τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0,

τ̃(Φ̃α,β)k > 0, k 6= k1, τ̃
mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
> 0.

(2.10)

Óñëîâèÿ(2.10) ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè, åñëè p(α,β) ∈ Vα,β, âåêòîð
p(α,β) è ôóíêöèè Φα,β, t(α), t(β) íå çàâèñÿò îò âíåøíèõ ïåðåìåííûõ,
è äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ âíåøíèõ
ïåðåìåííûõ, ÷òî p(α,β) +Ne

(nβ)
k ∈ Vα,β, k 6= k1, è âûïîëíÿåòñÿ p(α,β) +

+ N
mα,β∑
i=1

e
(nβ)
ki

∈ Vα,β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïîêà-
æåì ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (2.9). Îáîçíà÷èì Sk1,...,kmα,β

=

=
mα,β∑
i=1

(τ̃ Φ̃α,β)ki
(Jki

− p
(α,β)
ki

), òîãäà

τ̃ Φ̃α,β(J − p(α,β)) =

=
∑

k 6=ki, i=1,...,mα,β

(τ̃ Φ̃α,β)k(Jk − p
(α,β)
k ) + Sk1,...,kmα,β

. (2.11)

Ïåðåïèøåì Sk1,...,kmα,β
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Sk1,...,kmα,β
= (τ̃ Φ̃α,β)k1

(Jk1
− p

(α,β)
k1

) +
mα,β∑
i=2

(τ̃ Φ̃α,β)ki(
(Jk1

− p
(α,β)
k1

) + (Jki
− Jk1

+ q
(α,β)
i ) + (p

(α,β)
k1

− p
(α,β)
ki

− q
(α,β)
i )

)
=

= (Jk1
− p

(α,β)
k1

)
mα,β∑
i=1

(τ̃ Φ̃α,β)ki
+

mα,β∑
i=2

(τ̃ Φ̃α,β)ki
(Jki

− Jk1
+ q

(α,β)
i ). Åñëè

óñëîâèÿ (2.10) âûïîëíÿþòñÿ, òî Sk1,...,kmα,β
> 0, ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåí-

ñòâà (2.11) íåîòðèöàòåëüíà (ò. å. τ̃ Φ̃α,β(J−p(α,β)) > 0), íåðàâåíñòâî (2.9)
âûïîëíÿåòñÿ.
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Äîêàæåì íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ (2.10) íå âû-
ïîëíÿþòñÿ. Åñëè â (2.10) íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî, òî (2.7)
íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè J = p(α,β) ∈ Vα,β. Ïóñòü íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå
íåðàâåíñòâî, ò. å. äëÿ íåêîòîðîãî k0 6= k1, èìååò ìåñòî τ̃(Φ̃α,β)k0

< 0.

Âûáåðåì J = p(α,β) + Ne
(nβ)
k0

, ãäå N � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî; òàêîå J ïðèíàäëåæèò îáëàñòè Vα,β ñîãëàñíî ïðåä-
ïîëîæåíèÿì òåîðåìû. Ïðè âûáðàííîì J ïîëó÷èì τ̃ Φ̃α,β(J − p(α,β)) =

= Nτ̃(Φ̃α,β)k0
. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N óñëîâèå (2.9) Nτ̃(Φ̃α,β)k0

+

+ τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0, à çíà÷èò è óñëîâèå (2.7), íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (2.10) íå âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå íåðàâåíñòâî, ò. å.
τ̃

mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
< 0. Âûáåðåì J = p(α,β) +N

mα,β∑
i=1

e
(nβ)
ki

, ãäå N � ïðîèçâîëü-
íîå ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî; âûáðàííîå J ïðèíàäëåæèò îá-
ëàñòè Vα,β. Ïðè òàêîì J ïîëó÷èì Sk1,...,kmα,β

= Nτ̃
mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
è, ñëåäî-

âàòåëüíî, τ̃ Φ̃α,β(J − p(α,β)) = Nτ̃
mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
. Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî

N óñëîâèå (2.9) Nτ̃
mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
+ τ̃(Φ̃α,βp

(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0, à çíà÷èò è
óñëîâèå (2.7), íå âûïîëíÿþòñÿ. ¤

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîãèõ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèÿìè (2.8) è (2.10). Êàêîå êîíêðåòíî âû-
áðàòü óñëîâèå äëÿ ïàðû (α, β) çàâèñèò îò âèäà Vα,β. Åñëè Vα,β �
"òðåóãîëüíàÿ" èëè "ïèðàìèäàëüíàÿ" îáëàñòü, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü
óñëîâèÿ (2.10), åñëè Vα,β � ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, òî ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ áîëååå ñëàáûìè óñëîâèÿìè (2.8).

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå îáÿçàòåëüíî ñòðîãèõ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àíàëîãàìè óñëîâèé (2.8)

τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0, τ̃ Φ̃α,β > 0 (2.12)

èëè àíàëîãàìè óñëîâèé (2.10)

τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) > 0,

τ̃(Φ̃α,β)k > 0, k 6= k1, τ̃
mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
> 0.

(2.13)
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Âñå óòâåðæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåîáõîäèìîñòè è äîñòàòî÷íîñòè ýòèõ
óñëîâèé îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê â òåîðåìàõ 2.2 è 2.3.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðàñùåïëÿþùèõ ôóíêöèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
óñëîâèÿìè

τ̃(Φ̃α,βp
(α,β) + ϕ̃(α,β)) = 0, τ̃ Φ̃α,β = 0. (2.14)

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ àëãîðèòìà (1.2)
Φ1,2 = (1 0), ϕ(1,2) = 0, V1,2 = {(i, 1) ∈ Z2| 1 6 i 6 N}, Φ2,2 = E(2),

ϕ(2,2) = (0, 1), V2,2 = {(i, j) ∈ Z2| 1 6 i 6 N, 2 6 j 6 N}.
Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé 2.2. Èìååì:

t(1)(i) = τ1i + a1, t(2)(i, j) = (τ1, τ2)(i, j) + a2, τ̃ = (τ1, τ2, a1, a2),

Φ̃1,2 =




0 0
0 1
0 0
0 0


, ϕ̃(1,2) =




0
0
−1
1


, Φ̃2,2 = 0, ϕ̃(2,2) =




0
1
0
0


, p(1,2) =

=
(

1
1

)
, p(2,2) =

(
1
2

)
, Φ̃1,2p

(1,2) + ϕ̃(1,2) = (0, 1,−1, 1), Φ̃2,2p
(2,2) + ϕ̃(2,2) =

= (0, 1, 0, 0). Óñëîâèÿ (2.8) äëÿ (α, β) = (1, 2) è (α, β) = (2, 2) èìåþò
âèä:

τ̃




0
1
−1
1


 > 0, τ̃




0
1
0
0


 > 0. (2.15)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ ñòðîãèõ óñëîâèé ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìî-
ñòåé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âåêòîð ïàðàìåòðîâ òàéìèðóþùèõ
ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿë íåðàâåíñòâàì (2.15). ¤

Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 2.3 áóäåò ïðèâåäåí â ðàçäåëå 2.5.

2.4 Ïîëó÷åíèå òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé
äëÿ àôôèííûõ ãíåçä öèêëîâ

2.4.1 Óñëîâèÿ è àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ t-ôóíêöèé
Ïðèìåíèì ðåçóëüòàòû ðàçäåëà 2.3 äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàéìèðóþùèõ

ôóíêöèé âèäà (2.6).
Ïóñòü D1 � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç íåíóëåâûõ

âåêòîðîâ Φ̃α,βp
(α,β)+ϕ̃(α,β), D2 � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû

èç íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö Φ̃α,β. Åñëè êàêîé-ëèáî ñòîëáåö ìàòðèöû
D1 åñòü ñóììà äðóãèõ ñòîëáöîâ èëè ñîâïàäàåò ñ äðóãèì ñòîëáöîì, òî
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åãî ìîæíî îïóñòèòü3. Åñëè êàêîé-ëèáî ñòîëáåö ìàòðèöû D2 åñòü ñóììà
äðóãèõ ñòîëáöîâ ìàòðèö D1, D2 èëè ñîâïàäàåò ñ äðóãèì ñòîëáöîì, òî
åãî ìîæíî îïóñòèòü.

Ìàòðèöû D1 è D2 ñôîðìèðîâàíû èñõîäÿ èç óñëîâèé (2.8) è èõ àíà-
ëîãîâ (2.12), (2.14). Åñëè èñõîäèòü èç óñëîâèé (2.10), (2.13), òî ñëåäóåò
âìåñòî ñòîëáöà (Φ̃α,β)k1

èñïîëüçîâàòü
mα,β∑
i=1

(Φ̃α,β)ki
.

Îáîçíà÷èì D = (D1|D2), D ∈ Z(n+K)×(µ1+µ2), ãäå µ1 è µ2 � ÷èñëî
ñòîëáöîâ ìàòðèö D1 è D2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2.4 Ïóñòü íàä ñòðîêàìè ìàòðèöû (E(n+K)|D) ñîâåðøåíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è ïîëó÷åíà ìàò-
ðèöà (P |B), P ∈ Z(n+K)×(n+K), B ∈ Z(n+K)×(µ1+µ2).

1. Åñëè ïåðâûå µ1 ýëåìåíòîâ êàêîé-ëèáî ñòðîêè ìàòðèöû B ïî-
ëîæèòåëüíû, à ñëåäóþùèå µ2 ýëåìåíòîâ ñòðîêè íåîòðèöàòåëüíû,
òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P îïðåäåëÿåò âåêòîð ïàðà-
ìåòðîâ τ̃ ñòðîãèõ t-ôóíêöèé.

2. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ñòðîê ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé, òî
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P îïðåäåëÿåò âåêòîð ïàðàìåò-
ðîâ f-ôóíêöèé.

3. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ñòðîê ìàòðèöû B ñîäåðæèò òîëüêî íåîò-
ðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðîêà ìàòðèöû P
îïðåäåëÿåò âåêòîð ïàðàìåòðîâ t-ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ
òåîðåìû. Çàïèøåì íåðàâåíñòâà (2.8) â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

τ̃D1 > 0, τ̃D2 > 0. (2.16)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé

(τ̃ |z)

(
D

−E(µ1+µ2)

)
= 0, (2.17)

ãäå ïåðâûå µ1 êîîðäèíàò âåêòîðà z ∈ Zµ1+µ2 äîëæíû áûòü ïîëîæè-
òåëüíû, à ñëåäóþùèå µ2 êîîðäèíàò � íåîòðèöàòåëüíû. Òàêîå òðåáîâà-
íèå ê êîîðäèíàòàì âåêòîðà z ñëåäóåò èç çàïèñè ñèñòåìû (2.17) â âèäå

3Îáúÿñíåíèå ýòîìó òàêîå: åñëè íåðàâåíñòâî â ñèñòåìå (2.16) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äðóãèõ íåðà-
âåíñòâ, òî åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü.
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τ̃(D1|D2) = zE(µ1+µ2). Óðàâíåíèþ (2.17) óäîâëåòâîðÿþò ñòðîêè ìàòðè-
öû (E(n+K)|D), à ñëåäîâàòåëüíî è ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ ñòðîê, â
÷àñòíîñòè, ñòðîêè ìàòðèöû (P |B). Åñëè ïåðâûå µ1 ýëåìåíòîâ êàêîé-
ëèáî ñòðîêè ìàòðèöû B ïîëîæèòåëüíû, à ñëåäóþùèå µ2 ýëåìåíòîâ
ñòðîêè íåîòðèöàòåëüíû, òî âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòðîêè ìàòðèöû P, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.16), ò. å. îïðåäåëÿåò
âåêòîð ïàðàìåòðîâ ñòðîãèõ t-ôóíêöèé. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
äîêàçàíî.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïåðâî-
ìó, òîëüêî âìåñòî íåðàâåíñòâ (2.16) èñïîëüçóþòñÿ ðàâåíñòâà τ̃D1 =
= 0, τ̃D1 = 0, à îò âåêòîðà z èç óðàâíåíèÿ (2.17) òðåáóåòñÿ áûòü
íóëåâûì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû èñïîëü-
çóþòñÿ íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà τ̃D1 > 0, τ̃D1 > 0, à ó âåêòîðà z èç
(2.17) äîëæíû áûòü íåîòðèöàòåëüíûå êîîðäèíàòû. ¤

Ñëåäóþùèé àëãîðèòì îñíîâàí íà òåîðåìå 2.4.

Àëãîðèòì 2.3 (ïîëó÷åíèå òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé äëÿ àôôèííûõ
ãíåçä öèêëîâ).

1. Ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó D = (D1|D2).
2. Ýëåìåíòàðíûìè ñòðî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû

(E(n+K)|D) ïîëó÷èòü íà ìåñòå ìàòðèöû D åå ýðìèòîâó íîðìàëü-
íóþ ôîðìó (ìîæíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ
è ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæèòåëåé ñòðîê ìàòðèöû).

3. Ñëîæåíèåì ñòðîê ïîëó÷èòü íà ìåñòå ìàòðèöû D ìàòðèöó,
ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ýòîãî äî-
áèòüñÿ íå óäàëîñü, òî ñòðîêè ñ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè äàëåå
íå ðàññìàòðèâàòü.

4. Îáîçíà÷èòü ïðåîáðàçîâàííóþ ìàòðèöó ÷åðåç (P |B). Åñëè
êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà ìàòðèöû P ñîäåðæèò íå öåëûå ýëåìåíòû, òî
óìíîæèòü ñòðîêó íà òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òîáû
âñå ýëåìåíòû ñòàëè öåëûìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ f-ôóíêöèé è t-ôóíêöèé
âîñïîëüçîâàòüñÿ âòîðûì è òðåòüèì óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 2.4.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîãèõ t-ôóíêöèé ðàññìîòðåòü ëþáîé òàêîé íàáîð
èç ñòðîê ìàòðèöû B, ÷òîáû â ñóììå ýòè ñòðîêè ïîðîæäàëè âåêòîð,
ó êîòîðîãî ïåðâûå µ1 êîîðäèíàò ïîëîæèòåëüíû, à ñëåäóþùèå µ2 êîîð-
äèíàò íåîòðèöàòåëüíû. Ñóììà ýòèõ ñòðîê â ìàòðèöå P ïðèâîäèò
ê ñòðîãèì t-ôóíêöèÿì.
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Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Ñ ó÷åòîì ïðèìåðà 2, ðàññìîòðåííîãî

â ðàçäåëå 2.3, èìååì: µ1 = 2, µ2 = 0, (E(4)|D) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 0
1 1
−1 0
1 0


.

Ïðèáàâèâ êî âòîðîé ñòðîêå òðåòüþ, ê òðåòüåé ñòðîêå ÷åòâåðòóþ, ïî-

ëó÷èì (P |B) =




1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 0
0 1
0 0
1 0


. Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî âåê-

òîðû τ̃ = (1, 0, 0, 0) è τ̃ = (0, 0, 1, 1) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ
f-ôóíêöèé (f-ôóíêöèè t(1)(i) = 1, t(2)(i, j) = 1, îïðåäåëÿåìûå âåêòî-
ðîì τ̃ = (0, 0, 1, 1), çàäàþò òðèâèàëüíîå ðàçáèåíèå àëãîðèòìà íà îäíó
÷àñòü), à âåêòîðû τ̃ = (0, 1, 1, 0) è τ̃ = (0, 0, 0, 1) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè
ïàðàìåòðîâ t-ôóíêöèé (âåêòîð τ̃ = (0, 0, 0, 1) îïðåäåëÿåò âûðîæäåí-
íûå t-ôóíêöèè t(1)(i) = 0, t(2)(i, j) = 1). Åñëè â ìàòðèöå (P |B) ñëî-
æèòü âòîðóþ è ÷åòâåðòóþ ñòðîêè, òî ïðèäåì ê âåêòîðó τ̃ = (0, 1, 1, 1),
îïðåäåëÿþùåìó ñòðîãèå t-ôóíêöèè t(1)(i) = 1, t(2)(i, j) = j + 1. ¤

2.4.2 Ïîëó÷åíèå íàèáîëüøåãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ
òàéìèðîâàíèé

Òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíû ñëó÷àè, â êîòîðûõ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìà
2.3 íå ïðèâîäèò ê òàéìèðóþùèì ôóíêöèÿì. Ñëåäóþùèé àëãîðèòì ãà-
ðàíòèðóåò ïîëó÷åíèå t-ôóíêöèé, åñëè òîëüêî ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàò-
ðèöû D èñïîëüçîâàëèñü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíå-
íèÿ çàâèñèìîñòåé.

Àëãîðèòì 2.4 (ïîëó÷åíèå íàèáîëüøåãî ÷èñëà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ
ðåøåíèé ñèñòåìû τ̃D > 0, ïîëó÷åíèå òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé äëÿ àô-
ôèííûõ ãíåçä öèêëîâ).

1. Ýëåìåíòàðíûìè ñòðî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè è ïåðåñòàíîâ-

êîé ñòîëáöîâ ïðèâåñòè ìàòðèöó D ê âèäó
(

E Q

0 0

)
, ãäå E � åäè-

íè÷íàÿ ìàòðèöà èëè ìàòðèöà, â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå
êîòîðîé ïî îäíîìó íåíóëåâîìó, ïðè÷åì ïîëîæèòåëüíîìó, ýëåìåíòó,
Q � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, 0 � íóëåâûå ìàò-
ðèöû; ìàòðèöû Q, 0 ìîãóò îòñóòñòâîâàòü. Íóëåâûå ñòðîêè èñêëþ-
÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ.
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2. Åñëè Q ñîñòîèò òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë èëè îò-
ñóòñòâóåò, òî ïåðåéòè ê øàãó 6 (ê øàãó 7, åñëè ñîâåðøàåòñÿ ïåðâàÿ
ðåêóðñèÿ àëãîðèòìà). Èíà÷å ïðåîáðàçîâàíèÿìè âèäà Ri + λRj, λ > 0,
(ïðèáàâëåíèå ê ñòðîêå ñ íîìåðîì i ñòðîêè ñ íîìåðîì j, óìíîæåííîé
íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî) îáíóëèòü îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû è ïî-
ëó÷èòü õîòÿ áû îäíó ñòðîêó ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Ïðè
çàòðóäíåíèè íàéòè òàêóþ ñòðîêó ñëåäóåò ðåøèòü îïòèìèçàöèîí-
íóþ çàäà÷ó

min{λ1 + . . . + λm |
m∑

i=1
λiRi > 0,

m∑
i=1

λi > 1, λi > 0, 1 6 i 6 m},
ãäå m � ÷èñëî ñòðîê â ìàòðèöå Q. Åñëè òàêóþ ñòðîêó ïîëó÷èòü
íåâîçìîæíî, òî ñòðîêè ìàòðèöû Q èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ è
ïåðåéòè ê øàãó 6. Åñëè ìàòðèöà Q ñâåëàñü ê ìàòðèöå ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè ýëåìåíòàìè, òî ïåðåéòè ê øàãó 6.

3. Ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê ïîëó÷èòü ìàòðèöó
(

H

Q−

)
, ãäå ñòðî-

êè ìàòðèöû H ñîñòîÿò òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ,
â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû Q− åñòü õîòÿ áû îäèí îòðèöàòåëüíûé
ýëåìåíò.

4. Åñëè â ìàòðèöå H íåò íóëåâûõ ñòîëáöîâ, òî ïåðåéòè ê øà-

ãó 6. Èíà÷å ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû
(

H

Q−

)

ìàòðèöó âèäà
(

H1 0
Q1 Q2

)
.

5. Ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé ðåêóðñèè ïðîöåäóðû: ïåðåéòè ê øàãó
1 ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòðèöå Q2, ïîëó÷åííîé íà øàãå 4 (ñîâåðøàÿ â
äàëüíåéøåì íàä ìàòðèöåé Q1 òå æå ñàìûå ñòðî÷íûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ, ÷òî è íàä ìàòðèöåé Q2).

6. Åñëè âñÿ ïðåîáðàçîâàííàÿ ìàòðèöà D, êðîìå ñòðîê, èñêëþ÷åí-
íûõ èç ðàññìîòðåíèÿ íà øàãå 2, ñîñòîèò òîëüêî èç íåîòðèöàòåëü-
íûõ ýëåìåíòîâ, òî ñðàçó ïåðåéòè ê øàãó 7. Åñëè â êàêèõ-ëèáî ñòðî-
êàõ ìàòðèö Q1 åñòü îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû (â äðóãèõ ñòðîêàõ èõ
áûòü íå ìîæåò), òî îáíóëèòü ýòè ýëåìåíòû, ïðèáàâëÿÿ ê ñòðîêàì
ìàòðèö Q1 ñòðîêè ìàòðèö H1, óìíîæåííûå íà ñîîòâåòñòâóþùèå
êîýôôèöèåíòû.

7. Âñå ñòðî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå ñîâåðøàëèñü íà âñåõ
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øàãàõ è âñåõ ðåêóðñèÿõ íàä ìàòðèöåé D, ñîâåðøèòü íàä åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé E(n+K). Îáîçíà÷èòü ïðåîáðàçîâàííóþ ìàòðèöó (E(n+K)|D)
÷åðåç (P |B). Åñëè êàêàÿ-ëèáî ñòðîêà ìàòðèöû P ñîäåðæèò íå öåëûå
ýëåìåíòû, òî óìíîæèòü ñòðîêó íà òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, ÷òîáû âñå ýëåìåíòû ñòàëè öåëûìè. Ðàññìîòðåòü âñå òàêèå
ñòðîêè ìàòðèöû P, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ n ýëåìåíòîâ åñòü íåíóëåâûå
è ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû B èìåþò òîëüêî íåîòðèöà-
òåëüíûå ýëåìåíòû. Ýòè ñòðîêè ìàòðèöû P ïîðîæäàþò t-ôóíêöèè
ñ íàèáîëüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîì ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ τ̃ .

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àëãîðèòìîâ ñ àôôèííû-
ìè çàâèñèìîñòÿìè, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ àëãîðèòìîâ ñ îäíîðîäíûìè
çàâèñèìîñòÿìè, ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü n íåçàâèñèìûõ òàéìèðîâàíèé
ñ òàéìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè âèäà (2.6).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïðèìåíèì àëãîðèòì 2.4 äëÿ ïîëó÷åíèÿ òàé-
ìèðîâàíèé ñëåäóþùåãî àôôèííîãî ãíåçäà òåñíî âëîæåííûõ öèêëîâ:

do i = 1, N
do j = 1, N
do k = 1, N

S1 : a(i, j, k) = a(i, j, k − 1) + b(i, j − 1, k) + b(i, j − 1, k + i)
S2 : b(i, j, k) = a(i− 1, j, k) + b(i, j, k − 1)

enddo
enddo

enddo

Çàâèñèìîñòè îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà

Φα,β(J) = F−1
l,α,pFl,β,qJ + F−1

l,α,p(f
(l,β,q) − f (l,α,p))

(ñì. ïîäðàçäåë 1.1.3): Φ1,1(i, j, k) = Φ2,2(i, j, k) = E(3)(i j k)ò− (0 0 1)ò,
Φ1,2(i, j, k) = E(3)(i j k)ò − (1 0 0)ò, Φ(2,1)1(i, j, k) = E(3)(i j k)ò −

− (0 1 0)ò, Φ(2,1)2(i, j, k) =

(
1 0 0
0 1 0
1 0 1

)
(i j k)ò − (0 1 0)ò, V(2,1)2 =

= {(i, j, k) ∈ Z3| 1 6 i 6 N, 1 6 j 6 N, 1 6 j − 1 6 N,
1 6 k 6 N, 1 6 i + k 6 N} = {(i, j, k) ∈ Z3| 1 6 i 6 N −
− 1, 2 6 j 6 N, 1 6 k 6 N − i}. Èçîáðàçèì ðàçâåðíóòûé ãðàô
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çàâèñèìîñòåé (ðèñ. 2.7, N = 3); çàâèñèìîñòè, çàäàâàåìûå ôóíêöèÿìè
Φ(2,1)2(i, j, k) (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âåêòîðàìè (0, 1,−i)), íå èçîáðà-
æåíû.
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Äàëåå, t(1)(i, j, k) = (τ1, τ2, τ3)(i, j, k) + a1, t(2)(i, j, k) =
= (τ1, τ2, τ3)(i, j, k) + a2, τ̃ = (τ1, τ2, τ3, a1, a2), Φ̃1,1 = Φ̃1,2 = Φ̃(2,1)1 =

Φ̃2,2 = 0, Φ̃(2,1)2 =




0 0 0
0 0 0
−1 0 0
0 0 0
0 0 0


, Φ̃1,1p

(1,1)+ ϕ̃(1,1) = ϕ̃(1,1) =




0
0
1
0
0


,

Φ̃2,2p
(2,2)+ ϕ̃(2,2) = ϕ̃(2,2) =




0
0
1
0
0


, Φ̃1,2p

(1,2) + ϕ̃(1,2) = ϕ̃(1,2) =




1
0
0
−1
1


,

Φ̃(2,1)1p
(2,1)1 + ϕ̃(2,1)1 = ϕ̃(2,1)1 =




0
1
0
1
−1


, ϕ̃(2,1)2 =




0
1
0
1
−1


, p(2,1)2 =

=
(

1
2
1

)
, Φ̃(2,1)2p

(2,1)2 + ϕ̃(2,1)2 =




0
1
−1
1
−1


, D =




0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 −1 −1
0 −1 1 1 0
0 1 −1 −1 0


.

Ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòðèöû D èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ
çàâèñèìîñòåé (2.12).

Íà øàãå 1 àëãîðèòìà 2.4, ñîâåðøèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ R5 + R4 (ïðè-
áàâëåíèå ê ïÿòîé ñòðîêå ÷åòâåðòîé ñòðîêè), R4 +R1, R4−R2, ïîëó÷èì

ìàòðèöó




0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 −1 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


. Ìàòðèöà Q =

(
0 0
1 0
−1 −1

)
ñîäåðæèò äâà

îòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòà, îäèí èç êîòîðûõ ìîæíî îáíóëèòü ïðåîáðà-
çîâàíèåì R3 + R2 (øàã 2). Ïîëó÷èì ìàòðèöó, òðåáóåìóþ íà øàãå 3.
Ïîñëå ïåðåñòàíîâêè ïåðâîãî è ÷åòâåðòîãî ñòîëáöîâ ïîëó÷èì íà øàãå 4

ìàòðèöó
(

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 0 0 1 −1

)
, Q2 = (1,−1).

Äàëåå ñëåäóåò ïåðåéòè êî âòîðîé ðåêóðñèè àëãîðèòìà ïðèìåíè-
òåëüíî ê ìàòðèöå Q2. Ìàòðèöà Q2 óæå èìååò âèä, òðåáóåìûé íà øàãå
1, Q = (−1). Òàê êàê ìàòðèöà Q ñîñòîèò òîëüêî èç îòðèöàòåëüíûõ
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ýëåìåíòîâ, òî ñðàçó ïåðåéäåì ê øàãó 7. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé R5 +
+R4, R4 +R1, R4−R2, R3 +R2 ìàòðèöà (E(5)|D) ïåðåõîäèò â ìàòðèöó

(P |B) =




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 −1 0 1 0
0 0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 1 0 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


. Ïåðâàÿ, âòîðàÿ è ÷åòâåð-

òàÿ ñòðîêè ìàòðèöû P ïîðîæäàþò âåêòîðû ïàðàìåòðîâ íåâûðîæäåí-
íûõ t-ôóíêöèé, ïðè÷åì ÷åòâåðòàÿ ñòðîêà ïðèâîäèò ê ðàñùåïëÿþùåé
ôóíêöèè.

2.5 Ãåíåðàöèÿ êîäà
Ïóñòü èìååòñÿ ãíåçäî âëîæåíûõ (íå îáÿçàòåëüíî òåñíî) öèêëîâ.

Ïóñòü ê ãíåçäó öèêëîâ ïðèìåíåíî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, çàäàâàå-
ìîå âåêòîðíûìè t-ôóíêöèè âèäà (1.19):

t
(β)
ξ (J) = τ

(ξ)
1:nβ

J + aβ,ξ,

J ∈ Vβ ⊂ Znβ , τ
(ξ)
1:nβ

= (τ
(ξ)
1 , . . . , τ

(ξ)
nβ ) ∈ Znβ , aβ,ξ ∈ Z,

1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 n.

(2.18)

Â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå çàïèñè ðàâåíñòâà (2.18) èìåþò âèä

t
(β)

(J) = T (β)J + a(β), J ∈ Vβ ⊂ Znβ , 1 6 β 6 K,

ãäå T (β) � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ

τ
(1)
1:nβ

, . . . , τ
(n)
1:nβ

, J � âåêòîð-ñòîëáåö, a(β) =




aβ,1

· · ·
aβ,n


.

Çàïèñàòü ðåçóëüòàò àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé ïðîöåäóðû.

Àëãîðèòì 2.5 (ãåíåðàöèÿ êîäà ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ).
1. Äëÿ êàæäîãî β ðàññìîòðåòü àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå J ′ =

= T (β)J+a(β), J ∈ Vβ. Åñëè nβ = n, òî âûðàçèòü ïàðàìåòðû èñõîäíîãî
ãíåçäà öèêëîâ:

J =
(
T (β)

)−1
(J ′ − a(β)). (2.19)

Åñëè nβ < n, òî ñîñòàâèòü èç nβ ñòðîê ìàòðèöû T (β) íåâûðîæäåí-
íóþ ìàòðèöó T

(β)
nβ , çàòåì ñëîæåíèåì, âû÷èòàíèåì è ïåðåñòàíîâêîé
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ñòðîê ïðèâåñòè ïðåîáðàçîâàíèå J ′ = T (β)J + a(β) ê âèäó
(

J ′nβ

J ′0

)
=

=
(

T
(β)
nβ

0

)
J +

(
a

(β)
nβ

a
(β)
0

)
è ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå

J =
(
T (β)

nβ

)−1
(J ′nβ

− a(β)
nβ

), J ′0 = a
(β)
0 . (2.20)

2. Ïîäñòàâèòü â íåðàâåíñòâà, çàäàþùèå ìíîãîãðàííèêè Vβ, ïà-
ðàìåòðû ãíåçäà öèêëîâ J, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå (2.19) èëè (2.20).
Äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Sβ âûðàçèòü ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ
ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ:

l1 6 J ′1 6 u1,
l2(J

′
1) 6 J ′2 6 u2(J

′
1),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ln(J

′
1, · · · , J ′n−1) 6 J ′n 6 un(J

′
1, · · · , J ′n−1).

Ýòè íåðàâåíñòâà çàäàþò ìíîãîãðàííèêè, îïðåäåëÿþùèå ïðåîáðàçî-
âàííûå èíäåêñíûå îáëàñòè îïåðàòîðà Sβ.

3. Çàïèñàòü êîä ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ. Åñëè íå âñå âåê-
òîðû a(β) ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, òî ïðè çàïèñè êîäà èñïîëüçîâàòü îïå-
ðàòîðû if. Åñëè òðåáóåòñÿ, èçáàâèòüñÿ îò îïåðàòîðîâ if ïîñðåäñòâîì
ðàñùåïëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà èòåðàöèé è âûíåñåíèÿ çà ïðåäåëû öèêëà
íåñêîëüêèõ ïåðâûõ èëè ïîñëåäíèõ èòåðàöèé. Íà îäíîì óðîâíå âëî-
æåííîñòè îïåðàòîðû óïîðÿäî÷èâàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âíóòðè-
èòåðàöèîííûìè çàâèñèìîñòÿìè.

Â àëãîðèòìå 2.5 ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöû T
(β)
nβ ( T (β), åñëè

nβ = n) ÿâëÿþòñÿ óíèìîäóëÿðíûìè, ò. å. ìàòðèöàìè ñ åäèíè÷íûìè ïî
ìîäóëþ îïðåäåëèòåëÿìè.

Íà øàãå 2 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà J ′i ìîæíî
èñïîëüçîâàòü ïðîöåññ èñêëþ÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ J ′i+1, · · · , J ′n. Òåîðåòè÷å-
ñêèì îáîñíîâàíèåì ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà Ôóðüå-Ìîòêèíà. Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà íåðà-
âåíñòâ ñ íåèçâåñòíûìè y1, · · · , yk. Òîãäà ïðîåêöèþ ýòîé ñèñòåìû íà
ïëîñêîñòü y1 = 0 çàäàåò ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, ïîëó÷åííàÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
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� âçÿòü âñå ïàðû íåðàâåíñòâ, ñ êîýôôèöèåíòàìè ïðè y1 ïðîòè-
âîïîëîæíûõ çíàêîâ è äëÿ êàæäîé ïàðû ïîëó÷èòü íîâîå íåðàâåíñòâî
ñ èñêëþ÷åííûì y1;

� äîáàâèòü èç èñõîäíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ âñå íåðàâåíñòâà,
íå ñîäåðæàùèå y1.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðàíèö èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà J ′i ìîæíî ðàñ-
ñìîòðåòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ íå òîëüêî ïàðàìåòðû
J ′1, · · · , J ′i−1, ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷èòü J ′i+1, · · · , J ′n èç íåðàâåíñòâ, ñî-
äåðæàùèõ J ′i, çàäàâ òåì ñàìûì ïðîåêöèþ ýòèõ íåðàâåíñòâ íà ïåðåñå÷å-
íèå ïëîñêîñòåé J ′i+1 = 0, · · · , J ′n = 0, èç êîòîðîé è îïðåäåëèòü ãðàíèöû
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà J ′i.

Ïðèìåð 4. Ïóñòü A � ëåâàÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà N ñ
äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè åäèíèöå. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì
ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ax = b ìåòîäîì
îáðàòíîé ïîäñòàíîâêè:

S1 : x(1) = b(1)
do i = 2, N

S2 : x(i) = b(i)
do j = 1, i− 1

S3 : x(i) = x(i)− a(i, j)x(j)
enddo

enddo

(2.21)

Ãíåçäî öèêëîâ ñîäåðæèò òðè îïåðàòîðà S1, S2, S3 è ýëåìåíòû òðåõ
ìàññèâîâ x, b, a; n1 = 0, n2 = 1, n3 = 2, ν1 = 1, ν2 = 1, ν3 = 2, V1 =
= {(1)}, V2 = {(i) ∈ Z| 2 6 i 6 N}, V3 = {(i, j) ∈ Z2| 2 6 i 6 N,
1 6 j 6 i−1}, W1 = W2 = {(i) ∈ Z| 1 6 i 6 N}, W3 = V3; F 1,1,1(1) = 1,
F 1,2,1(i) = E(1)(i), F 1,3,1(i, j) = F 1,3,2(i, j) = (1 0)(i j)ò, F 1,3,3(i, j) =
= (0 1)(i j)ò, F 2,1,1(1) = 1, F 2,2,1(i) = E(1)(i), F 3,3,1(i, j) = E(2)(i j)ò.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàâèñèìîñòè äëÿ ãíåçäà öèêëîâ (2.21) îïè-
ñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè Φ1,3(i, 1) = 1, (i, 1) ∈ V1,3 = {(i, 1) ∈ Z2|
2 6 i 6 N}, Φ2,3(i, 1) = (1 0)(i 1)ò, (i, 1) ∈ V2,3 = V1,3,

Φ(3,3)1(i, j) =

(
0 1
0 1

)
(i j)ò − (0 1)ò, (i, j) ∈ V(3,3)1 = {(i, j) ∈ Z2|

3 6 i 6 N, 2 6 j 6 i − 1}, Φ(3,3)2(i, j) = E(2)(i j)ò − (0 1)ò,
(i, j) ∈ V(3,3)2 = V(3,3)1. Çàìåòèì, ÷òî (3, 3)1 = (3, 3)1,1,3 (çàâèñèìîñòü
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ïîðîæäàåòñÿ ïåðâûì ìàññèâîì, ò. å. ìàññèâîì x, ïåðâûì è òðåòüèì
åãî âõîæäåíèÿìè â îïåðàòîð), (3, 3)2 = (3, 3)1,1,2 (çàâèñèìîñòü ïîðîæ-
äàåòñÿ ïåðâûì ìàññèâîì, ïåðâûì è âòîðûì åãî âõîæäåíèÿìè â îïå-
ðàòîð, åñëè çàâèñèìîñòü ñ÷èòàòü èñòèííîé). Èçîáðàçèì ðàçâåðíóòûé
ãðàô çàâèñèìîñòåé (ðèñ. 2.8, N = 5), âåðøèíû ïîìå÷åíû îïåðàöèÿìè
è íåîáõîäèìûìè äëÿ âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé ýëåìåíòàìè ìàññèâîâ).
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Ðèñ. 2.8

Èìååì: t(1)(1) = a1, t(2)(i) = τ1i + a2, t(3)(i, j) = (τ1, τ2)(i, j) + a3,

τ̃ = (τ1, τ2, a1, a2, a3),

60



Φ̃1,3 =




1 0
0 1
0 0
0 0
0 0


, ϕ̃(1,3) =




0
0
−1
0
1


 (ó÷òåíî, ÷òî nα = 0),

p(1,3) =
(

2
1

)
,

Φ̃2,3 =




0 0
0 1
0 0
0 0
0 0


, ϕ̃(2,3) =




0
0
0
−1
1


, p(2,3) =

(
2
1

)
,

Φ̃(3,3)1 =




1 −1
0 0
0 0
0 0
0 0


, ϕ̃(3,3)1 =




0
1
0
0
0


, p(3,3)1 =

(
3
2

)
,

Φ̃(3,3)2 = 0, ϕ̃(3,3)2 = ϕ̃(3,3)1, p(3,3)2 =
(

3
2

)
,

Φ̃1,3p
(1,3) + ϕ̃(1,3) =




2
1
−1
0
1


, Φ̃2,3p

(2,3) + ϕ̃(2,3) =




0
1
0
−1
1


,

Φ̃(3,3)1p
(3,3)1 + ϕ̃(3,3)1 =




1
1
0
0
0


, Φ̃(3,3)2p

(3,3)2 + ϕ̃(3,3)2 =




0
1
0
0
0


.

Ïðè ôîðìèðîâàíèè ìàòðèöû D ó÷òåì, ÷òî ñòîëáöû â D2, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ìàòðèöå Φ̃(3,3)1, ñëåäóåò ñîñòàâëÿòü ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 (îáëàñòü

V(3,3)1 èìååò "òðåóãîëüíûé" âèä): D =




2 0 1 0 1
1 1 1 1 0
−1 0 0 0 0
0 −1 0 0 0
1 1 0 0 0


. Ñîâåðøèâ

íàä ìàòðèöåé (E(5)|D) ñòðî÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ R1 + 2R3 (ïðèáàâëå-
íèå ê ïåðâîé ñòðîêå óäâîåííîé òðåòüåé ñòðîêè), R2 +R3, R5 +R3, −R3

(èçìåíåíèå çíàêà ýëåìåíòîâ òðåòüåé ñòðîêè), R5 + R4, R2 + R4, −R4,
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ïîëó÷èì




1 0 2 0 0
0 1 1 1 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 0 1
0 0 1 1 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0


. Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî

âåêòîðû τ̃ = (1, 0, 2, 0, 0) è τ̃ = (0, 1, 1, 1, 0) ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïàðà-
ìåòðîâ íåâûðîæäåííûõ t-ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå öèêëîâ, îïðåäåëÿåìîå ïîëó÷åííûìè
t-ôóíêöèÿìè t

(1)
1 (1) = 1, t

(2)
1 (i) = 1, t

(3)
1 (i, j) = j, t

(1)
2 (1) = 2, t

(2)
2 (i) = i,

t
(3)
2 (i, j) = i, 2 6 i 6 N, 1 6 j 6 i− 1.

Äëÿ ãåíåðàöèè êîäà ïðèìåíèì àëãîðèòì 2.5.
Øàã 1. Äëÿ β = 1 : i′ = 1, j′ = 2. Äëÿ β = 2 : i′ = 1, j′ = i; i = j′.

Äëÿ β = 3 : i′ = j, j′ = i; i = j′, j = i′.
Øàã 2. Äëÿ îïåðàòîðà S1 : i′ = 1, j′ = 2. Äëÿ îïåðàòîðà S2 :

i′ = 1, 2 6 j′ 6 N.

Äëÿ îïåðàòîðà S3 : 2 6 j′ 6 N, 1 6 i′ 6 j′ − 1. ×òîáû îïðåäå-
ëèòü ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà i′, èñêëþ÷èì â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
j′ > 2, N > j′, i′ > 1, j′−1 > i′ ïàðàìåòð j′ èç íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ
i′. Äëÿ ýòîãî ñëîæèì íåðàâåíñòâà N − j′ > 0, j′ − i′ − 1 > 0; ïîëó÷èì
N − i′ − 1 > 0. Èç íåðàâåíñòâ i′ > 1, i′ 6 N − 1 ïîëó÷èì ãðàíèöû
èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà i′: 1 6 i′ 6 N − 1. Èç îñòàâøèõñÿ íåðàâåíñòâ
j′ > 2, j′ 6 N, j′ > i′ + 1 ïîëó÷èì ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà j′:
max(2, i′ + 1) 6 j′ 6 N.

Ãíåçäî öèêëîâ (2.21) ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèìåò âèä
do i′ = 1, N − 1

do j′ = 2, N
if i′ = 1, j′ = 2 then

S1 : x(1) = b(1)
endif
if i′ = 1, then

S2 : x(j′) = b(j′)
endif
if j′ > i′ + 1 then

S3 : x(j′) = x(j′)− a(j′, i′)x(i′)
endif

enddo
enddo
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Ïîñëå èçáàâëåíèÿ îò îïåðàòîðîâ if îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

S1 : x(1) = b(1)
do j′ = 2, N

S2 : x(j′) = b(j′)
S ′3 : x(j′) = x(j′)− a(j′, 1)x(1)

enddo
do i′ = 2, N − 1

do j′ = i′ + 1, N
S3 : x(j′) = x(j′)− a(j′, i′)x(i′)

enddo
enddo

¤
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Ãëàâà 3

ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÏÅÐÀÖÈÉ È ÄÀÍÍÛÕ
ÌÅÆÄÓ ÏÐÎÖÅÑÑÎÐÀÌÈ. ËÎÊÀËÈÇÀÖÈß
ÄÀÍÍÛÕ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû îòîáðàæåíèÿ îïåðàöèé
è äàííûõ àëãîðèòìîâ, çàäàâàåìûõ ãíåçäàìè öèêëîâ, â ïðîñòðàíñòâî
âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ. Îñíîâíàÿ öåëü � ïîëó÷èòü ïàðàëëåëüíûå
âåðñèè àëãîðèòìîâ è ìèíèìèçèðîâàòü êîììóòàöèîííûå çàòðàòû. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ òàêæå íåêîòîðûå ñïîñîáû îïòèìèçàöèè èñïîëüçîâàíèÿ
èåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòè ïðîöåññîðîâ, ðàçáèåíèÿ âû÷èñëåíèé äëÿ ðåàëè-
çàöèè íà öåëåâîì ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå.

3.1 Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå
îòîáðàæåíèå. Îáîáùåííûé
êîíâåéåðíûé ïàðàëëåëèçì

Ïóñòü àëãîðèòì çàäàí ãíåçäîì âëîæåííûõ öèêëîâ ñ ãëóáèíîé
âëîæåííîñòè n. Ïîä çàäà÷åé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî îòîáðàæå-
íèÿ ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåàëèçà-
öèè íà âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðàõ, âëîæåííûõ â ïðîñòðàíñòâî ìåíüøåé,
÷åì n, ðàçìåðíîñòè. Ðàññìàòðèâàåìûå â ýòîì ðàçäåëå ñïîñîáû ïîëó-
÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ îòîáðàæåíèé ïîçâîëÿþò ïðåîáðà-
çîâàòü èñõîäíîå ãíåçäî öèêëîâ â ãíåçäà öèêëîâ, çàïèñûâàåìûå åäèíûì
îáðàçîì äëÿ êàæäîãî èç âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ.

Ïóñòü èìååòñÿ n-ìåðíîå òàéìèðîâàíèå t. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî r
ïåðâûõ êîîðäèíàò òàéìèðîâàíèÿ tξ = (t

(1)
ξ , . . . , t

(K)
ξ ), 1 6 β 6 K,

1 6 ξ 6 r < n, çàäàþò ïðîñòðàíñòâåííîå îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àë-
ãîðèòìà â r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, à îñòàâ-
øèåñÿ n − r êîîðäèíàò � óïîðÿäî÷åíèå (âûïîëíåíèÿ â ëåêñèêîãðà-
ôè÷åñêîì ïîðÿäêå) âû÷èñëåíèé, âûïîëíÿåìûõ ïðîöåññîðàìè. Òàêèì
îáðàçîì, çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ r âíåøíèõ öèêëîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ñ
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ïîìîùüþ òàéìèðîâàíèÿ t ãíåçäà öèêëîâ îïðåäåëÿþò êîîðäèíàòû ïðî-
öåññîðà, à n−r âíóòðåííèõ öèêëîâ � èòåðàöèè, êîòîðûå íà íåì äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå èòåðàöèÿì ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåç-
äà öèêëîâ òî÷êè (íå îáÿçàòåëüíî âñå) n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
{ (t1, . . . , tn) ∈ Zn | mξ 6 tξ 6 Mξ, 1 6 ξ 6 n }, ãäå mξ =

= min
16β6K, J∈Vβ

t
(β)
ξ (J), Mξ = max

16β6K, J∈Vβ

t
(β)
ξ (J). Ïîëîæèì M ξ = Mξ −

−mξ +1, M ξ > 1; M ξ � ÷èñëà, õàðàêòåðèçóþùèå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé
öèêëà óðîâíÿ ξ.

Òåîðåìà 3.1 Ïóñòü ïåðâûå d êîìïîíåíò ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâà-
íèÿ t ÿâëÿþòñÿ òàéìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, à (d + 1)-ÿ � íå ÿâëÿ-
åòñÿ, d > r. Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãíåçäà öèêëîâ, îïðåäåëÿåìîãî
âåêòîðíîé ôóíêöèåé t, M 1 × · · · ×M r âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ ìî-

ãóò ðåàëèçîâàòü àëãîðèòì çà
r∑

ξ=1

Mξ∑
pξ=mξ+1

k
(pξ)
ξ

n∏
i=d+2

M i +
n∏

i=r+1
M i ïà-

ðàëëåëüíûõ èòåðàöèîííûõ øàãîâ, ãäå k
(pξ)
ξ � íåêîòîðûå êîíñòàíòû,

1 6 k
(pξ)
ξ 6 Md+1,

n∏
i=m

M i = 1 ïðè m > n, k
(pξ)
ξ = 1 ïðè d = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì ξ, 1 6 ξ 6 r. Òàê êàê êîìïî-
íåíòà ñ íîìåðîì ξ ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàéìèðîâà-
íèåì (ââèäó ξ 6 d), òî àëãîðèòì ìîæíî ðàçáèòü íà ÷àñòè, îòíåñÿ ê
îäíîé ÷àñòè îïåðàöèè àëãîðèòìà ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ôóíêöèé
t
(1)
ξ , . . . , t

(K)
ξ ; ýòè ÷àñòè àëãîðèòìà ìîæíî âûïîëíÿòü ïîñëåäîâàòåëüíî

äðóã çà äðóãîì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé (ñì. ðàç-
äåë 1.3). Ïîýòîìó ëþáóþ îïåðàöèþ èç ÷àñòè ñ íåêîòîðûì íîìåðîì
pξ + 1, íå çàâèñÿùóþ îò äðóãèõ îïåðàöèé èç ýòîé ÷àñòè, ìîæíî âûïîë-
íÿòü ñðàçó ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ òåõ îïåðàöèé èç ÷àñòåé ñ íîìåðàìè
ìåíüøèìè èëè ðàâíûìè pξ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ýòà îïåðàöèÿ.

Åñëè âñå âèðòóàëüíûå ïðîöåññîðû âûïîëíÿþò èòåðàöèè ïðåîáðà-
çîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî íà âûïîëíå-
íèå âñåõ èòåðàöèé ïîòðåáóåòñÿ M r+1 × · · · ×Mn ïàðàëëåëüíûõ èòåðà-
öèé. Ïóñòü â ïðåîáðàçîâàííîì ãíåçäå öèêëîâ ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü
Sα(p1, . . . , pr, Ir+1, . . . , In) → Sβ(q1, . . . , qr, Jr+1, . . . , Jn). Òàê êàê ïåðâûå
d êîìïîíåíò ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàéìèðóþùèìè
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ôóíêöèÿìè, à (d+1)-ÿ � íå ÿâëÿåòñÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ q1 > p1, . . . , qr >
pr, Jr+1 > Ir+1, . . . , Jd > Id, íî âîçìîæíî è Id+1 > Jd+1. Ñëåäîâàòåëüíî,
íàëè÷èå çàâèñèìîñòè ìîæåò âûçâàòü çàäåðæêó â âû÷èñëåíèÿõ âèðòó-
àëüíîãî ïðîöåññîðà ñ êîîðäèíàòàìè (q1, . . . , qr) ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîöåñ-
ñîðîì ñ êîîðäèíàòàìè (p1, . . . , pr). Äîïóñòèì õóäøóþ âîçìîæíîñòü ñ
òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèé, òðåáóå-
ìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà: ïðè óâåëè÷åíèè ëþáîãî pξ íà åäèíèöó
èìååò ìåñòî Jd+1 = md+1, . . . , Jn = mn, òàê ÷òî çàäåðæêà â âû÷èñëåíè-
ÿõ ðàâíà ÷èñëó èòåðàöèîííûõ øàãîâ ìåæäó èòåðàöèÿìè (md+1, . . . , mn)

è (Id+1, . . . , In) è ðàâíà k
(pξ)
ξ

n∏
i=d+2

M i èòåðàöèé; åñëè d = n − 1, òî çà-

äåðæêà â âû÷èñëåíèÿõ ðàâíà k
(pξ)
ξ ; åñëè d = n, òî çàäåðæêà ðàâíà 1.

Ñóììàðíàÿ çàäåðæêà ïî âñåì pξ è âñåì ξ ìîæåò äëÿ ïðîöåññîðà ñ êî-

îðäèíàòàìè (M1, . . . , Mr) äîñòè÷ü
r∑

i=1

Mξ∑
pξ=mξ+1

k
(pξ)
ξ

n∏
i=d+2

M i èòåðàöèé. ¤

Ñëåäñòâèå 3.1 ×åì áîëüøå ïåðâûõ êîìïîíåíò ìíîãîìåðíîãî òàé-
ìèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ òàéìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè, òåì áûñòðåå, âî-
îáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí àëãîðèòì âèðòóàëüíûìè ïðî-
öåññîðàìè. Åñëè ÷èñëî èòåðàöèé öèêëîâ âñåõ óðîâíåé îäèíàêîâî è
ðàâíî M, òî â õóäøåì ñëó÷àå (k(pξ)

ξ = M) ïîòðåáóåòñÿ rM
n−d+1 −

− rM
n−d

+ M
n−r ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèé. Åñëè ïåðâûå r êîìïîíåíò

ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàñùåïëÿþùèìè ôóíêöèÿìè,
òî ïîòðåáóåòñÿ M

n−r èòåðàöèé.
Åñëè õîòÿ áû r + 1 ïåðâûõ êîìïîíåíò ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâà-

íèÿ t ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè t-ôóíêöèÿìè, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíóþ ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà áåç ÿâíîãî óêàçàíèÿ ïàðàë-
ëåëüíûõ öèêëîâ: O(M

n−r
) âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ ìîãóò ðåàëèçî-

âàòü O(M
n
) îïåðàöèé àëãîðèòìà çà O(M

r
) ïàðàëëåëüíûõ èòåðàöèîí-

íûõ øàãîâ. Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíû ðåãóëÿðíûé êîä, óïðî-
ùåííàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, ïðèìåíåíèå áëîêèíãà. Îáìåí äàííûìè ìåæäó
ëþáûìè äâóìÿ ïðîöåññîðàìè ñâîäèòñÿ ê ïåðåäà÷å äàííûõ îò îäíîãî è
òîãî æå ïðîöåññîðà äðóãîìó ïðîöåññîðó. Ïîëó÷àåìûé ñïîñîá îáðàáîòêè
äàííûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé êîíâåéåð-
íîé îáðàáîòêè.

Ñòåïåíü ïàðàëëåëèçìà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ÷èñëîì íåçàâèñè-
ìûõ òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé; íàëè÷èå äâóõ è áîëåå ôóíêöèé ïîçâîëÿåò
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(åñëè èíäåêñíûå îáëàñòè íå ÿâëÿþòñÿ âûðîæäåííûìè) îðãàíèçîâàòü
ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Â ðàçäåëå 2.4 ïîëó÷åíû òàéìèðóþùèå
ôóíêöèè t

(1)
1 (i) = i, t

(2)
1 (i, j) = i, t

(1)
2 (i) = 1, t

(2)
2 (i, j) = j. Èìåííî ýòèì

t-ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóåò çàïèñü àëãîðèòìà óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà
âåêòîð â âèäå (1.2). Ïðèíÿâ ôóíêöèè t

(1)
1 (i) = i, t

(2)
1 (i, j) = i çà ôóíê-

öèè ðàçìåùåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü êîä åäèíûì îáðàçîì äëÿ êàæäîãî èç
N ïðîöåññîðîâ. Ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó ïðîöåññîðà îáîçíà÷èì
÷åðåç p. Ïåðåìåííóþ öèêëà, ñîîòâåòñòâóþùóþ òàéìèðîâàíèþ, îáîçíà-
÷èì ÷åðåç t.

if 1 6 p 6 N then
S1 : c(p) = 0
do t = 1, N

S2 : c(p) = c(p) + a(p, t)b(t)
enddo

(3.1)

Íà ïðàêòèêå äëÿ çàïèñè êîäà íåîáõîäèìî åùå óñòàíîâèòü ðåæèì îáìå-
íà äàííûìè è îïðåäåëèòü ñèíõðîíèçàöèþ. ¤

3.2 Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññèâîâ
ìåæäó ïðîöåññîðàìè è èòåðàöèÿìè

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå ñ ðàñ-
ïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ òðåáóåòñÿ íå òîëüêî ðàñïðåäåëèòü îïåðàöèè àë-
ãîðèòìà ìåæäó ïðîöåññîðàìè è èòåðàöèÿìè, îáåñïå÷èòü âîçìîæíîñòü
ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, íî è ðàñïðåäåëèòü äàííûå, îðãà-
íèçîâàòü îáìåí äàííûìè. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìíîãîïðîöåññîðíîé âû-
÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ â çíà÷èòåëüíîé ñòå-
ïåíè çàâèñèò îò îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ äàí-
íûõ. Â ýòîì ðàçäåëå ââîäÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ ôóíêöèè, çàäàþùèå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ äàííûõ, ñîãëàñîâàííîå ñ çàäàííûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì îïåðàöèé.

Ïóñòü ôóíêöèè t
(β)
ξ , 1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 r, âèäà (1.10) çàäàþò

îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà â r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëü-
íûõ ïðîöåññîðîâ, à ôóíêöèè t

(β)
ξ , r + 1 6 ξ 6 n, çàäàþò èòåðàöèè,

âûïîëíÿåìûå ïðîöåññîðàìè.
Îáîçíà÷èì: T

(β)
s � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåê-
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òîðîâ τ (β,1), . . . , τ (β,r); T
(β)
t � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç

âåêòîðîâ τ (β,r+1), . . . , τ (β,n); ρl,β,q = rankFl,β,q, ρs
l,β,q = rank

(
Fl,β,q

T
(β)
s

)
,

ρt
l,β,q = rank

(
Fl,β,q

T
(β)
t

)
.

Ðàññìîòðèì áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Znβ ñ áàçèñíûìè âåêòîðàìè u⊥i ,

1 6 i 6 ρl,β,q, ui, 1 6 i 6 nβ − ρl,β,q, ãäå ui � áàçèñíûå âåêòîðû ïîäïðî-
ñòðàíñòâà kerFl,β,q; åñëè ρl,β,q = nβ, òî âåêòîðû ui îòñóòñòâóþò. Ìàò-
ðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ u⊥i , îáîçíà÷èì U⊥

l,β,q.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç us

i , 1 6 i 6 nβ − ρs
l,β,q, áàçèñíûå âåêòîðû ïåðåñå÷åíèÿ

ïîäïðîñòðàíñòâà ker

(
Fl,β,q

T
(β)
s

)
è Znβ , ÷åðåç ut

i, 1 6 i 6 nβ − ρt
l,β,q, áàçèñ-

íûå âåêòîðû ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ker

(
Fl,β,q

T
(β)
t

)
è Znβ ; âåêòîðû

us
i , ut

i ìîãóò îòñóòñòâîâàòü. Ðàññìîòðèì áàçèñû ïðîñòðàíñòâà Znβ ñ áà-
çèñíûìè âåêòîðàìè u⊥,s

i , 1 6 i 6 ρs
l,β,q, us

i , 1 6 i 6 nβ − ρs
l,β,q, è u⊥,t

i ,

1 6 i 6 ρt
l,β,q, ut

i, 1 6 i 6 nβ − ρt
l,β,q. Ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñî-

ñòàâëåíû èç âåêòîðîâ u⊥,s
i , îáîçíà÷èì U⊥,s

l,β,q; ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé
ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ u⊥,t

i , îáîçíà÷èì U⊥,t
l,β,q.

Ïóñòü F � ýëåìåíò ìíîæåñòâà Wl. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vl,β,q(F ) ìíî-
æåñòâî èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà êîòîðûõ íà q-ì âõîæäå-
íèè ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ èñïîëüçóåòñÿ îäíî è òî æå äàííîå al(F ) :

Vl,β,q(F ) = {J ∈ Vβ | F l,β,q(J) = F}.
×åðåç Λl,β,q(F ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, çàäàþùåå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè
ìíîæåñòâà Vl,β,q(F ) íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ ui :

Λl,β,q(F ) = {(λ1, ..., λnβ−ρl,β,q
)| J = J⊥ +

nβ−ρl,β,q∑
i=1

λiui, J ∈ Vl,β,q(F )};

â ñëó÷àå ρl,β,q = nβ ìíîæåñòâî Λl,β,q(F ) ïóñòîå.
Âõîæäåíèåì (l, β, q) áóäåì íàçûâàòü q-å âõîæäåíèå ìàññèâà al â

îïåðàòîð Sβ. Îáëàñòü èçìåíåíèÿ èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ ìàññèâà al(F ),
ñâÿçàííûõ ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), áóäåì îáîçíà÷àòü Wl,β,q.
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå àôôèííûå ôóíêöèè âèäà
d

(l,β,q)
ξ (F ) = η(l,β,q,ξ)F + yl,β,q,ξ(F ),

F ∈ Wl,β,q, η(l,β,q,ξ) ∈ Zνl, yl,β,q,ξ(F ) ∈ Z,

1 6 l 6 L, 1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 n.

(3.2)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè d
(l,β,q)
s = (d

(l,β,q)
1 , . . . , d

(l,β,q)
r ) çàäàþò êîîð-

äèíàòû ïðîöåññîðîâ, â êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ìàññèâîâ, ñâÿ-
çàííûå ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), à ôóíêöèè d

(l,β,q)
t = (d

(l,β,q)
r+1 , . . . , d

(l,β,q)
n )

çàäàþò èòåðàöèè, íà êîòîðûõ ýòè ýëåìåíòû èñïîëüçóþòñÿ. Îòìåòèì,
÷òî ôóíêöèè d

(l,β,q)
ξ â îáùåì ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íûå.

Òåîðåìà 3.2 Ýëåìåíò ìàññèâà al(F ), F ∈ Wl,β,q, èñïîëüçóåòñÿ
âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè (d

(l,β,q)
1 (F ), . . . , d

(l,β,q)
r (F )) íà èòåðàöè-

ÿõ (d
(l,β,q)
r+1 (F ), . . . , d

(l,β,q)
n (F )), ãäå ôóíêöèè d

(l,β,q)
ξ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

(3.2), â êîòîðûõ η(l,β,q,ξ) � ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé
η(l,β,q,ξ)Fl,β,qU

⊥
l,β,q = τ (β,ξ)U⊥

l,β,q, (3.3)
à âåëè÷èíû yl,β,q,ξ(F ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

yl,β,q,ξ(F ) = aβ,ξ − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) +
nβ−ρl,β,q∑

i=1
λiτ

(β,ξ)ui,

(λ1, ..., λnβ−ρl,β,q
) ∈ Λl,β,q(F ).

(3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü F � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé
ýëåìåíò ìíîæåñòâà Wl,β,q. Ïî ñìûñëó çàäàíèÿ ôóíêöèé d

(l,β,q)
ξ

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ t
(β)
ξ (J) − d

(l,β,q)
ξ (F l,β,q(J)) = 0 äëÿ ëþáîãî

J ∈ Vl,β,q(F ). Ïðåäñòàâèì âåêòîð J â âèäå J = J⊥ + J (0), ãäå

J⊥ =
ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i u⊥i , J (0) =
nβ−ρl,β,q∑

i=1
λiui. Èìååì: t

(β)
ξ (J)− d

(l,β,q)
ξ (F l,β,q(J)) =

= τ (β,ξ)J + aβ,ξ − (η(l,β,q,ξ)F l,β,q(J) + yl,β,q,ξ) = τ (β,ξ)J + aβ,ξ −
− η(l,β,q,ξ)(Fl,β,qJ + f (l,β,q)) − yl,β,q,ξ = τ (β,ξ)J⊥ + τ (β,ξ)J (0) + aβ,ξ −
− η(l,β,q,ξ)Fl,β,qJ

⊥ − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) − yl,β,q,ξ = (τ (β,ξ) −
− η(l,β,q,ξ)Fl,β,q)

ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i u⊥i + τ (β,ξ)
nβ−ρl,β,q∑

i=1
λiui + aβ,ξ − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) −

− yl,β,q,ξ =
ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i (τ (β,ξ)u⊥i − η(l,β,q,ξ)Fl,β,qu
⊥
i ) +

nβ−ρl,β,q∑
i=1

λiτ
(β,ξ)ui + aβ,ξ −

− η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) − yl,β,q,ξ.
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Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî t
(β)
ξ (J)−d

(l,β,q)
ξ (F l,β,q(J)) = 0 âûïîëíÿåò-

ñÿ, åñëè êîìïîíåíòû êàæäîãî âåêòîðà η(l,β,q,ξ) îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå
ñèñòåìû ρl,β,q óðàâíåíèé ñ νl íåèçâåñòíûìè

η(l,β,q,ξ)Fl,β,qu
⊥
i = τ (β,ξ)u⊥i , 1 6 i 6 ρl,β,q, (3.5)

à ôóíêöèè yl,β,q,ξ(F ) çàäàòü ðàâåíñòâàìè (3.4). Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî
ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (3.3), è ÷òî äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî F âåêòîðû (λ1, ..., λnβ−ρl,β,q

) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
Λl,β,q(F ). ¤

Ñëåäñòâèå 3.2 Åñëè ρl,β,q < ρs
l,β,q, òî êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿ-

çàííûé ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), èñïîëüçóåòñÿ âèðòóàëüíûìè ïðîöåñ-
ñîðàìè, êîììóíèêàöèè ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî çàäàòü âåêòîðàìè
T

(β)
s ui, 1 6 i 6 nβ − ρl,β,q; åñëè ρl,β,q = ρs

l,β,q, òî ýëåìåíò ìàññèâà
èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíèì ïðîöåññîðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåëè÷èíû yl,β,q,ξ(F ), 1 6 ξ 6 r, íå çàâèñÿò îò

F, åñëè ρl,β,q = ρs
l,β,q : â ýòîì ñëó÷àå ker

(
Fl,β,q

T
(β)
s

)
= kerFl,β,q, T

(β)
s ui = 0

äëÿ âñåõ ui, ñóììà â ñîîòíîøåíèÿõ (3.4) ðàâíà íóëþ; â îñîáîì ÷àñò-
íîì ñëó÷àå, êîãäà ρl,β,q = nβ, ñóììà â ñîîòíîøåíèÿõ (3.4) îòñóòñòâóåò,
ìíîæåñòâî Λl,β,q(F ) ïóñòîå.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî η(l,β,q,ξ), ÿâëÿþùåãîñÿ ðå-
øåíèåì ñèñòåìû (3.3), ïðè ôèêñèðîâàííîì F âåëè÷èíà η(l,β,q,ξ)F −
− η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Ëþáîé âåêòîð J, äëÿ êîòîðîãî Fl,β,qJ + f (l,β,q) = F, ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå J = J⊥ + J (0), ãäå J (0) ∈ kerFl,β,q, J⊥ �
êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé Fl,β,qJ =

= F − f (l,β,q), J⊥ =
ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i u⊥i . Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò

η(l,β,q,ξ)F − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) = η(l,β,q,ξ)(Fl,β,qJ + f (l,β,q)) − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) =

= η(l,β,q,ξ)Fl,β,qJ = η(l,β,q,ξ)Fl,β,q(J
⊥ + J (0)) = η(l,β,q,ξ)Fl,β,q

ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i u⊥i =

=
ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i η(l,β,q,ξ)Fl,β,qu
⊥
i =

ρl,β,q∑
i=1

λ⊥i τ (β,ξ)u⊥i , ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âå-

ëè÷èíîé ïðè ôèêñèðîâàííîì J⊥. ¤
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Ñëåäñòâèå 3.3 Åñëè ρl,β,q < ρt
l,β,q, òî êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿ-

çàííûé ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), èñïîëüçóåòñÿ íà èòåðàöèÿõ, îòëè÷àþ-
ùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåêòîðîâ T

(β)
t ui, 1 6 i 6 nβ − ρl,β,q;

åñëè ρl,β,q = ρt
l,β,q, òî ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî íà îäíîé

èòåðàöèè.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 3.2 ìîæíî îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå âõîäíûõ
è âûõîäíûõ äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè, ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ îá
îáúåìå ìàññèâîâ, èñïîëüçóåìûõ â êàæäîì ïðîöåññîðå.

Ðàñïðåäåëåíèå ìåæäó âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè âõîäíûõ ìàñ-
ñèâîâ ìîæíî çàäàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé d

(l,β,q)
s (F ). Äëÿ ýòîãî ýëåìåíò

al(F ) âõîäíîãî ìàññèâà al, F ∈ Wl,β,q, ñëåäóåò ðàñïðåäåëèòü â ïðîöåñ-
ñîð Pin(d

(l,β,q)
s (F )), êîîðäèíàòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæå-

ñòâà d
(l,β,q)
s (F ) ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì. Â ýòîì

ïðîöåññîðå al(F ) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íå ïîçæå, ÷åì â äðóãèõ ïðîöåñ-
ñîðàõ: íå ìîæåò áûòü ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè îò ïðîöåññîðà ñ áîëüøèì
íîìåðîì ê ïðîöåññîðó ñ ìåíüøèì íîìåðîì.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé � ýëåìåíòû al(F ) âûõîäíîãî ìàññèâà �
íàõîäÿòñÿ â ïðîöåññîðå Pout(d

(l,β,q)
s (F )), êîîðäèíàòû êîòîðîãî çàäàþò-

ñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà d
(l,β,q)
s (F ) ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèáîëüøèì

çíà÷åíèåì.
Ôóíêöèè d

(l,β,q)
s (F ) ïîçâîëÿþò òàêæå ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ îá

îáúåìå ìàññèâîâ, èñïîëüçóåìûõ â êàæäîì ïðîöåññîðå. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû îïðåäåëèòü ýëåìåíòû al(F ) âûõîäíîãî ìàññèâà al, èñïîëüçóåìûå â
ïðîöåññîðå ñ êîîðäèíàòàìè (t1, . . . , tr), ñëåäóåò íàéòè âñå ýëåìåíòû F

ìíîæåñòâà Wl,β,q, äëÿ êîòîðûõ d
(l,β,q)
s (F ) = (t1, . . . , tr).

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå). Ïóñòü r = 1, ðàñïðåäåëåíèå îïåðàöèé
ãíåçäà öèêëîâ (2.21) ìåæäó ïðîöåññîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè
t
(1)
1 (1) = 1, t

(2)
1 (i) = i, 2 6 i 6 N, t

(3)
1 (i, j) = i, 2 6 i 6 N, 1 6 j 6 i− 1;

èòåðàöèè, âûïîëíÿåìûå ïðîöåññîðàìè, çàäàäèì ôóíêöèÿìè t
(1)
2 (1) = 1,

t
(2)
2 (i) = 1, t

(3)
2 (i, j) = j. Ýòè ôóíêöèè ïîëó÷åíû â ðàçäåëå 2.5 Íàéäåì

ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ äàííûõ ìåæäó ïðîöåññîðàìè.
Ïîëó÷èì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà a. Ýëåìåí-

òû ìàññèâà a ñâÿçàíû ñ âõîæäåíèåì â òðåòèé îïåðàòîð, τ (3,1) = (1, 0),
τ (3,2) = (0, 1), F3,3,1 = E(2), f (3,3,1) = 0, ρ3,3,1 = rankE(2) = 2, n3 =
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= 2, ρs
3,3,1 = 2, ρt

3,3,1 = 2, ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 3.2 è 3.3 êàæäûé ýëå-
ìåíò a(i, j) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ðàç (îäíèì ïðîöåññîðîì íà îä-
íîé èòåðàöèè), ui îòñóòñòâóþò, u⊥1 = (1, 0), u⊥2 = (0, 1). Ñèñòåìà (3.3):
η(3,3,1,1)E(2)E(2) = (1 0)E(2); îòñþäà η(3,3,1,1) = (1, 0). Èç ñîîòíîøåíèé
(3.4) ïîëó÷èì y3,3,1,1 = 0. Òàêèì îáðàçîì, d

(3,3,1)
1 (i, j) = i, ïðîöåññîð

P (i) ïðèâàòèçèðóåò i-þ ñòðîêó ìàòðèöû A.

Ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ, ñâÿçàííûõ ñî âòîðûì îïåðà-
òîðîì, î÷åâèäíî: b(i) è x(i) ðàñïðåäåëÿþòñÿ â ïðîöåññîð P (i).

Íàéäåì òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâà x, ñâÿçàííûõ ñ
ïåðâûì è âòîðûì âõîæäåíèÿìè â òðåòèé îïåðàòîð. Äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü òîëüêî îäíî èç ýòèõ âõîæäåíèé. Èìååì: F1,3,1 = (1 0), f (1,3,1) =
= 0, ρs

1,3,1 = ρ1,3,1 = rank(1 0) = 1, n3 = 2, ui = (0, 1), u⊥1 = (1, 0);

η(1,3,1,1)(1 0)

(
1
0

)
= (1 0)

(
1
0

)
(cèñòåìà (3.3)), η(1,3,1,1) = 1; y1,3,1,1 =

= 0 − 1 · 0 + λ1(1, 0)(0, 1) = 0 (ñîîòíîøåíèÿ (3.4)); d
(1,3,1)
1 (i) = i, x(i)

èñïîëüçóåòñÿ â ïðîöåññîðå P (i).

Îñòàëîñü íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâà x, ñâÿçàííûõ ñ
òðåòüèì âõîæäåíèåì â òðåòèé îïåðàòîð. Â ýòîì ñëó÷àå F1,3,3 = (0 1),
f (1,3,3) = 0, ρ1,3,3 = rank(0 1) = 1, ρs

1,3,3 = rankE(2) = 2, n3 = 2, ui =

= (1, 0), u⊥1 = (0, 1); η(1,3,3,1)(0 1)

(
0
1

)
= (1 0)

(
0
1

)
(cèñòåìà (3.3)),

η(1,3,3,1) = 0; y1,3,3,1 = 0− 0 + λ1(1, 0)(1, 0) = λ1, λ1 ∈ Λ1,3,3(j), j ôèêñè-
ðîâàíî. Íàéäåì Λ1,3,3(j) : V1,3,3(j) = {(i, j) | j +1 6 i 6 N}, u1 = (1, 0),

Λ1,3,3(j) = {i | j + 1 6 i 6 N}. Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî d
(1,3,3)
1 (j) =

= i, j + 1 6 i 6 N, x(j) èñïîëüçóåòñÿ â ïðîöåññîðàõ P (j + 1), ..., P (N).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå âõîäíûõ ìàññèâîâ A, b

è ìàññèâà ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé x: a(i, j) è b(i) ðàñïðåäåëÿþòñÿ â
ïðîöåññîð P (i), äàííîå x(i) ïîñëå âû÷èñëåíèé íàõîäèòñÿ â ïðîöåññîðå
P (i). Â êàæäîì ïðîöåññîðå P (i) èñïîëüçóþòñÿ ñ ïåðâîãî ïî i-é ýëåìåí-
òû ìàññèâà x. ¤

Îïðåäåëèì èòåðàöèè, íà êîòîðûõ ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìàññè-
âà èñïîëüçóåòñÿ â îäíîì âèðòóàëüíîì ïðîöåññîðå.

Ïóñòü P � ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà çíà-
÷åíèé ôóíêöèè (t

(β)
1 (J), . . . , t

(β)
r (J)), V s

β (P ) � ìíîæåñòâî èòåðàöèé èñ-
õîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîð Sβ è êîòî-
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ðûå ðåàëèçóþòñÿ âèðòóàëüíûì ïðîöåññîðîì P : V s
β (P ) = {J ∈ Vβ |

(t
(β)
1 (J), . . . , t

(β)
r (J)) = P}. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Vl,β,q(F ) ∩ V s

β (P )
èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà êîòîðûõ íà âõîæäåíèè (l, β, q)
èñïîëüçóåòñÿ îäíî è òî æå äàííîå al(F ) è êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ âèðòó-
àëüíûì ïðîöåññîðîì P. ×åðåç Λs

l,β,q(F, P ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî, çàäà-
þùåå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Vl,β,q(F ) ∩ V s

β (P ) íà ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó âåêòîðîâ us

i :

Λs
l,β,q(F, P ) = {(λs

1, ..., λ
s
nβ−ρs

l,β,q
)| J = J⊥,s +

+
nβ−ρs

l,β,q∑
i=1

λs
iu

s
i , J ∈ Vl,β,q(F ) ∩ V s

β (P )};

â ñëó÷àå ρs
l,β,q = nβ ìíîæåñòâî Λs

l,β,q(F, P ) ïóñòîå.

Òåîðåìà 3.3 Ýëåìåíò ìàññèâà al(F ), F ∈ Wl,β,q, èñïîëüçóåòñÿ â
ôèêñèðîâàííîì ïðîöåññîðå P íà èòåðàöèÿõ (d

(l,β,q)
r+1 (F ), . . . , d

(l,β,q)
n (F )),

ãäå d
(l,β,q)
ξ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (3.2), â êîòîðûõ η(l,β,q,ξ) � ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé

η(l,β,q,ξ)Fl,β,qU
⊥,s
l,β,q = τ (β,ξ)U⊥,s

l,β,q, (3.6)

à âåëè÷èíû yl,β,q,ξ(F ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

yl,β,q,ξ(F ) = aβ,ξ − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) +
nβ−ρs

l,β,q∑
i=1

λs
iτ

(β,ξ)us
i ,

(λs
1, ..., λ

s
nβ−ρs

l,β,q
) ∈ Λs

l,β,q(F, P ).

(3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, ïî ñóòè, ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 3.2, ñëåäóåò ëèøü çàôèêñèðîâàòü F è P .

Ñëåäñòâèå 3.4 Åñëè ρs
l,β,q < nβ, òî â îäíîì âèðòóàëüíîì ïðîöåññîðå

êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), èñïîëü-
çóåòñÿ íà èòåðàöèÿõ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè âåê-
òîðîâ T

(β)
t us

i , 1 6 i 6 nβ − ρs
l,β,q; åñëè ρs

l,β,q = nβ, òî ýëåìåíò ìàññèâà
èñïîëüçóåòñÿ â îäíîì ïðîöåññîðå òîëüêî íà îäíîé èòåðàöèè.

Â çàêëþ÷åíèå ðàçäåëà ïðèâåäåì òåîðåìó, â êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ
ïðîöåññîðû, èñïîëüçóþùèå ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìàññèâà íà îäíîé
èòåðàöèè.
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Ïóñòü âåêòîð T ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè
(t

(β)
r+1(J), . . . , t

(β)
n (J)). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

V t
β(T ) = {J ∈ Vβ | (t(β)

r+1(J), . . . , t
(β)
n (J)) = T}

èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ îïåðàòîð
Sβ è êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ
íà èòåðàöèè T, è ìíîæåñòâî Vl,β,q(F )∩V t

β(T ) èòåðàöèé èñõîäíîãî ãíåç-
äà öèêëîâ, íà êîòîðûõ íà âõîæäåíèè (l, β, q) èñïîëüçóåòñÿ îäíî è òî
æå äàííîå al(F ) è êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå âèðòóàëüíûõ
ïðîöåññîðîâ íà èòåðàöèè T. ×åðåç Λt

l,β,q(F, T ) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî,
çàäàþùåå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè ìíîæåñòâà Vl,β,q(F )∩ V t

β(T ) íà ëèíåé-
íóþ îáîëî÷êó âåêòîðîâ ut

i :

Λt
l,β,q(F, T ) = {(λt

1, ..., λ
t
nβ−ρt

l,β,q
)| J = J⊥,t +

+
nβ−ρt

l,β,q∑
i=1

λt
iu

t
i, J ∈ Vl,β,q(F ) ∩ V t

β(T )};

â ñëó÷àå ρt
l,β,q = nβ ìíîæåñòâî Λt

l,β,q(F, T ) ïóñòîå.

Òåîðåìà 3.4 Ýëåìåíò ìàññèâà al(F ), F ∈ Wl,β,q, èñïîëüçóåòñÿ íà
ôèêñèðîâàííîé èòåðàöèè T â ïðîöåññîðàõ (d

(l,β,q)
1 (F ), . . . , d

(l,β,q)
r (F )),

ãäå d
(l,β,q)
ξ çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (3.2), â êîòîðûõ η(l,β,q,ξ) � ðåøåíèå

ñèñòåìû óðàâíåíèé

η(l,β,q,ξ)Fl,β,qU
⊥,t
l,β,q = τ (β,ξ)U⊥,t

l,β,q, (3.8)

à âåëè÷èíû yl,β,q,ξ(F ) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

yl,β,q,ξ(F ) = aβ,ξ − η(l,β,q,ξ)f (l,β,q) +
nβ−ρt

l,β,q∑
i=1

λt
iτ

(β,ξ)ut
i,

(λt
1, ..., λ

t
nβ−ρt

l,β,q
) ∈ Λt

l,β,q(F, T ).

(3.9)

Ñëåäñòâèå 3.5 Åñëè ρt
l,β,q < nβ, òî íà îäíîé èòåðàöèè êàæäûé ýëå-

ìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), èñïîëüçóåòñÿ âèð-
òóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè, êîììóíèêàöèè ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî
çàäàòü âåêòîðàìè T

(β)
s ut

i, 1 6 i 6 nβ − ρt
l,β,q; åñëè ρt

l,β,q = nβ, òî
ýëåìåíò ìàññèâà èñïîëüçóåòñÿ íà îäíîé èòåðàöèè òîëüêî â îäíîì
ïðîöåññîðå.
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3.3 Îðãàíèçàöèÿ îáìåíà äàííûìè
Íà ïðàêòèêå äàæå îïòèìàëüíîå íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äàííûõ

íå èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòè â îáìåíå äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìè,
â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîòîðûõ õðàíÿòñÿ äàííûå, è ïðîöåññîðàìè, â êî-
òîðûõ ýòè äàííûå âû÷èñëÿþòñÿ èëè èñïîëüçóþòñÿ êàê àðãóìåíòû âû-
÷èñëåíèé. Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà (ñëåäñòâèå 3.2), îáìåí
äàííûìè òðåáóåòñÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà al, ñâÿçàííûõ ñ q-ì âõîæ-
äåíèåì ìàññèâà â îïåðàòîð Sβ, åñëè èìååò ìåñòî ρs

l,β,q > ρl,β,q.

Èçâåñòíî, ÷òî íà ïàðàëëåëüíûõ êîìïüþòåðàõ ñ ðàñïðåäåëåí-
íîé ïàìÿòüþ ñòðóêòóðèðîâàííûå êîììóíèêàöèè, òàêèå êàê áðîäêàñò
(broadcast), ðàçáðîñ (scatter), ñáîðêà (gather), ðåäóêöèÿ (reduction),
à òàêæå òðàíñëÿöèÿ (translation) äàííûõ âûïîëíÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî
áûñòðåå, ÷åì áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîììóíèêàöèé òî÷êà-òî÷êà (point-
to-point) ìåæäó ïðîöåññîðîì, â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîòîðîãî õðàíèòñÿ
äàííîå, è êàæäûì ïðîöåññîðîì, êîòîðûé èñïîëüçóåò èëè âû÷èñëÿåò
ýòî äàííîå. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî âûÿâëÿòü âîçìîæíîñòü îðãàíèçàöèè
òàêèõ êîììóíèêàöèé.

Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ñôîðìóëèðîâàíû è èññëåäîâàíû óñëîâèÿ,
ïîçâîëÿþùèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îïðåäåëÿòü âîçìîæíîñòü îðãàíèçà-
öèè íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ áûñòðûõ êîììóíèêàöèé � áðîäêàñòà
è òðàíñëÿöèè äàííûõ. Áðîäêàñò (îäíîâðåìåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå) �
ýòî ïåðåäà÷à äàííîãî ãðóïïå ïðîöåññîðîâ, â êîòîðûõ äàííîå îäíîâðå-
ìåííî (íà îäíîé èòåðàöèè) èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò. Òðàíñëÿöèÿ �
ýòî ïåðåäà÷à äàííîãî îò ïðîöåññîðà ê ïðîöåññîðó â ñëó÷àå, åñëè äàííîå
èñïîëüçóåòñÿ â ðàçíûõ ïðîöåññîðàõ ïî î÷åðåäè. Êîììóíèêàöèÿ òî÷êà-
òî÷êà � ýòî ïåðåäà÷à äàííîãî îò îäíîãî ïðîöåññîðà ê äðóãîìó.

3.3.1 Îðãàíèçàöèÿ áðîäêàñòà
Ïóñòü çàäàíû ôóíêöèè âèäà (3.2), çàäàþùèå ðàçìåùåíèå ìàññèâîâ

äàííûõ â ïàìÿòè âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, è n-ìåðíîå òàéìèðîâàíèå
ñ êîîðäèíàòàìè âèäà (1.10). Êàê è â ðàçäåëå 3.2, r ïåðâûõ êîîðäèíàò
òàéìèðîâàíèÿ çàäàþò ïðîñòðàíñòâåííîå îòîáðàæåíèå îïåðàöèé àëãî-
ðèòìà â r-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî âèðòóàëüíûõ ïðîöåññîðîâ, à îñòàëüíûå
n − r êîîðäèíàò çàäàþò èòåðàöèè, âûïîëíÿåìûå ïðîöåññîðàìè â ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç U t
l,β,q ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç

âåêòîðîâ ut
i.

Ëåììà 3.1 Ïóñòü ñóùåñòâóþò èñòèííûå çàâèñèìîñòè, ïîðîæäàå-
ìûå q-ì âõîæäåíèåì ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ; Φα,β � ôóíêöèÿ çà-
âèñèìîñòåé. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Φα,βU
t
l,β,q = 0, (3.10)

òî ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà Vl,β,q(F ) ∩ V t
β(T ) äàííîå al(F ) íå

ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J1, J2 ∈ Vl,β,q(F ) ∩ V t
β(T ), òîãäà J1 −

− J2 ∈ ker Fl,β,q ∩ ker T
(β)
t . Èìååì: Φα,β(J1)−Φα,β(J2) = Φα,β(J1− J2) =

= Φα,β

∑
αiu

t
i =

∑
αi(Φα,βu

t
i), ãäå αi ∈ Z. Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ (3.10),

òî Φα,βu
t
i = 0, îòêóäà Φα,β(J1) = Φα,β(J2). Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî îçíà-

÷àåò, ÷òî äàííîå al(F ), èñïîëüçóåìîå ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèé Sβ(J1)
è Sβ(J2), J1, J2 ∈ Vl,β,q(F ) ∩ V t

β(T ), ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ íà îäíîé è òîé
æå îïåðàöèè Sα(Φα,β(J1)). Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ èñòèííîé çàâè-
ñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà Vl,β,q(F ) ∩ V t

β(T )
óêàçàííîå äàííîå íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ. ¤

Òåîðåìà 3.5 Ïóñòü ρt
l,β,q < nβ. Íà èòåðàöèè T ìîæíî îðãàíèçîâàòü

áðîäêàñò äàííîãî al(F ) ê ïðîöåññîðàì P (d
(l,β,q)
s (F )), ãäå ïàðàìåòðû

ôóíêöèé d
(l,β,q)
s çàäàþòñÿ ñîãëàñíî (3.8) è (3.9), â îäíîì èç ñëåäóþùèõ

ñëó÷àåâ:
à) ýëåìåíòû ìàññèâà al âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ

îïåðàòîðîâ àëãîðèòìà;
á) äëÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè, ïîðîæäåííîé âõîæäåíèåì

(l, β, q), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ
F l,β,q âñòðå÷àåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îïåðàòîðà Sβ, ïîýòîìó ýëåìåíòû ìàñ-
ñèâà al èñïîëüçóþòñÿ íà q-ì âõîæäåíèè â îïåðàòîð Sβ â êà÷åñòâå àð-
ãóìåíòîâ. Òàê êàê ρt

l,β,q < nβ, òî èç òåîðåìû 3.4 è ñëåäñòâèÿ èç òåî-
ðåìû âûòåêàåò, ÷òî íà îäíîé èòåðàöèè êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿ-
çàííûé ñ âõîæäåíèåì (l, β, q), èñïîëüçóåòñÿ âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðà-
ìè, êîììóíèêàöèè ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî çàäàòü âåêòîðàìè T

(β)
s ut

i,
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1 6 i 6 nβ − ρt
l,β,q; êîîðäèíàòû òàêèõ ïðîöåññîðîâ çàäàþòñÿ ôóíêöèåé

d
(l,β,q)
s (F ), ïàðàìåòðû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (3.8) è ñîîò-

íîøåíèé (3.9). Ïðîöåññîðû èñïîëüçóþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå äàííîãî
al(F ), ïîñêîëüêó ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà Vl,β,q(F ) ∩ V t

β(T ) ýòî
äàííîå íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ: â ñëó÷àå à ýòî äàííîå íå ïåðåîïðåäåëÿåò-
ñÿ âîîáùå, â ñëó÷àå á íåâîçìîæíîñòü ïåðåîïðåäåëåíèÿ ãàðàíòèðîâàíî
óñëîâèåì (3.10). ¤

Â ñëó÷àå à òåîðåìû áðîäêàñò ýëåìåíòà al(F ) îñóùåñòâëÿåòñÿ îò
ïðîöåññîðà Pin(d

(l,β,q)
s (F )), â êîòîðûé ðàñïðåäåëÿåòñÿ al(F ) (ñì. ðàç-

äåë 3.2), åñëè íå ïðèìåíÿëàñü äðóãàÿ ñõåìà ðàñïðåäåëåíèÿ âõîäíûõ
ìàññèâîâ (íàïðèìåð, ðåïëèêàöèÿ ìàññèâîâ). Â ñëó÷àå á áðîäêàñò îñó-
ùåñòâëÿåòñÿ îò ïðîöåññîðà, â êîòîðîì al(F ) âû÷èñëÿëñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3.5 áðîäêàñò ìî-
æåò áûòü âûðîæäåííûì, åñëè â ñèëó îñîáåííîñòåé ìíîæåñòâà Vβ ìíî-
æåñòâî Vl,β,q(F ) ∩ V t

β(T ) ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

3.3.2 Îðãàíèçàöèÿ òðàíñëÿöèè äàííûõ
Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì òåîðåìû, êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûÿâëÿòü

âîçìîæíîñòü îðãàíèçàöèè òðàíñëÿöèè äàííîãî. Â òåîðåìå 3.6 èññëå-
äóåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äàííîå èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò íà ðàçíûõ
èòåðàöèÿõ ðàçíûìè ïðîöåññîðàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåäà÷à äàííîãî
îñóùåñòâëÿåòñÿ íà íåñêîëüêèõ èòåðàöèÿõ. Â òåîðåìå 3.7 èññëåäóåòñÿ
ñëó÷àé, êîãäà äàííîå èñïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò è ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ
ðàçíûìè ïðîöåññîðàìè ïî î÷åðåäè íà îäíîé èòåðàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå
ïåðåäà÷à äàííîãî îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îäíîé èòåðàöèè, íî ñî ñäâèãîì ïî
âðåìåíè ïðè âûïîëíåíèè ïðîãðàììû.

Ïóñòü ρl,β,q < nβ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ul,β,q ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé
ñîñòàâëåíû èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ui, 1 6 i 6 nβ − ρl,β,q.

Ëåììà 3.2 Ïóñòü ñóùåñòâóþò èñòèííûå çàâèñèìîñòè, ïîðîæäàå-
ìûå q-ì âõîæäåíèåì ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ; Φα,β � ôóíêöèÿ çà-
âèñèìîñòåé. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Φα,βUl,β,q = 0, (3.11)

òî ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà Vl,β,q(F ) äàííîå al(F ) íå ïåðå-
îïðåäåëÿåòñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3.2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.1.

Òåîðåìà 3.6 Ïóñòü ρt
l,β,q > ρl,β,q, ρs

l,β,q > ρl,β,q, ρt
l,β,q = nβ. Íà èòåðà-

öèÿõ d
(l,β,q)
t (F ) ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííîãî al(F ) ìåæ-

äó ïðîöåññîðàìè P (d
(l,β,q)
s (F )), ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèé d

(l,β,q)
s è d

(l,β,q)
t

çàäàþòñÿ ñîãëàñíî (3.3) è (3.4), â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
à) ìàññèâ al âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â ïðàâûõ ÷àñòÿõ îïåðàòîðîâ

àëãîðèòìà;
á) äëÿ èñòèííîé çàâèñèìîñòè, ïîðîæäåííîé âõîæäåíèåì

(l, β, q), âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (3.11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F l,β,q âñòðå÷àåòñÿ â ïðàâîé ÷àñòè îïå-
ðàòîðà Sβ, ïîýòîìó ýëåìåíòû ìàññèâà al èñïîëüçóþòñÿ íà q-ì âõîæäå-
íèè â îïåðàòîð Sβ â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ. Óñëîâèå ρt

l,β,q > ρl,β,q îçíà-
÷àåò, ÷òî äàííîå al(F ) âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ïðîãðàììû èñïîëüçóåòñÿ
íà q-ì âõîæäåíèè ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ íà íåñêîëüêèõ èòåðàöèÿõ
(ñëåäñòâèå 3.3), à óñëîâèå ρs

l,β,q > ρl,β,q îçíà÷àåò, ÷òî al(F ) èñïîëüçóåòñÿ
â íåñêîëüêèõ ïðîöåññîðàõ (ñëåäñòâèå 3.2); èç óñëîâèÿ ρt

l,β,q = nβ ñëå-
äóåò (ñëåäñòâèå 3.5), ÷òî íà ôèêñèðîâàííîé èòåðàöèè al èñïîëüçóåòñÿ
òîëüêî îäíèì âèðòóàëüíûì ïðîöåññîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, äàííîå al(F ) èñïîëüçóåòñÿ íà íåñêîëüêèõ èòåðà-
öèÿõ d

(l,β,q)
t (F ), â íåñêîëüêèõ ïðîöåññîðàõ P (d

(l,β,q)
s (F )), è íà êàæäîé

èòåðàöèè äàííîå èñïîëüçóåòñÿ îäíèì ïðîöåññîðîì. Ïðîöåññîðû èñïîëü-
çóþò îäíî è òî æå äàííîå, ïîñêîëüêó ìåæäó èòåðàöèÿìè ìíîæåñòâà
Vl,β,q(F ) äàííîå al(F ) íå ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ: â ñëó÷àå à ýòî äàííîå íå
ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ âîîáùå, â ñëó÷àå á íåâîçìîæíîñòü ïåðåîïðåäåëåíèÿ
ãàðàíòèðîâàíî óñëîâèåì (3.11). ¤

Òðàíñëÿöèþ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ñîãëàñíî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé
óïîðÿäî÷åííîñòè âåêòîðîâ d

(l,β,q)
s (F ). Â ñëó÷àå à òåîðåìû 3.6 òðàíñ-

ëÿöèÿ äàííîãî al(F ) íà÷èíàåòñÿ îò ïðîöåññîðà Pin(d
(l,β,q)
s (F )), â êîòî-

ðûé ðàñïðåäåëÿåòñÿ al(F ); â ñëó÷àå á òåîðåìû äî òðàíñëÿöèè îñóùåñò-
âëÿåòñÿ ïåðåäà÷à al(F ) îò ïðîöåññîðà, â êîòîðîì al(F ) âû÷èñëÿåòñÿ,
ê ïðîöåññîðó P (d

(l,β,q)
s (F )) ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèìè êîîðäè-

íàòàìè.

Òåîðåìà 3.7 Ïóñòü ρt
l,β,q < nβ, ñóùåñòâóåò èñòèííàÿ çàâèñèìîñòü,

ïîðîæäåííàÿ âõîæäåíèåì (l, β, p) â ëåâóþ ÷àñòü îïåðàòîðà Sβ è
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âõîæäåíèåì (l, β, q) â ïðàâóþ ÷àñòü îïåðàòîðà. Òîãäà íà èòåðàöèè
T ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííîãî al(F ) ìåæäó ïðîöåññî-
ðàìè P (d

(l,β,q)
s (F )), ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèé d

(l,β,q)
s çàäàþòñÿ ñîãëàñíî

(3.8) è (3.9).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå ρt
l,β,q < nβ îçíà÷àåò, ÷òî íà èòåðàöèè T

îïåðàòîð Sβ âûïîëíÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ÷åì â îäíîì ïðîöåññî-
ðå P (d

(l,β,q)
s (F )) (ñëåäñòâèå 3.5). Òàê êàê ñóùåñòâóåò èñòèííàÿ çàâèñè-

ìîñòü, ïîðîæäåííàÿ âõîæäåíèåì p ìàññèâà al â ëåâóþ ÷àñòü îïåðàòîðà
Sβ è âõîæäåíèåì q â ïðàâóþ ÷àñòü, òî äàííîå al(F ) íà èòåðàöèè T èñ-
ïîëüçóåòñÿ êàê àðãóìåíò è ïåðåîïðåäåëÿåòñÿ. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî
íà èòåðàöèè T ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííîãî al(F ) ìåæäó
ïðîöåññîðàìè P (d

(l,β,q)
s (F )). ¤

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 3.7 ñëåäóåò äî òðàíñëÿöèè äàí-
íîãî al(F ) îñóùåñòâèòü åãî ïåðåäà÷ó îò ïðîöåññîðà, â êîòîðîì îí âû-
÷èñëÿëñÿ, ê ïðîöåññîðó P (d

(l,β,q)
s (F )) (ãäå ïàðàìåòðû ôóíêöèé d

(l,β,q)
s

çàäàþòñÿ ñîãëàñíî (3.8) è (3.9)) ñ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàèìåíüøèìè
êîîðäèíàòàìè. Òðàíñëÿöèþ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ñîãëàñíî ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêîé óïîðÿäî÷åííîñòè âåêòîðîâ d

(l,β,q)
s (F ).

Êàê è â ñëó÷àå áðîäêàñòà, òðàíñëÿöèÿ ìîæåò áûòü âûðîæäåííîé,
åñëè ìíîæåñòâî Vl,β,q(F ) ∩ V t

β(T ) ñîäåðæèò òîëüêî îäèí ýëåìåíò.

3.3.3 Óñòàíîâëåíèå ñõåìû îáìåíà äàííûìè
Åñëè ρl,β,q = ρs

l,β,q, òî êàæäûé ýëåìåíò ìàññèâà, ñâÿçàííûé ñ âõîæ-
äåíèåì (l, β, q), èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäíèì ïðîöåññîðîì (ñëåäñòâèå
3.2). Â ñëó÷àå ρl,β,q < ρs

l,β,q íåîáõîäèìà ïåðåäà÷à ýëåìåíòîâ ìàññèâà
al ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ýëåìåíòîâ îïåðàöèÿìè Sβ(J) íà q-ì âõîæ-
äåíèè ýëåìåíòîâ ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ.

Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 3.5 ìîæíî îïðåäåëèòü ãðóïïû ïðîöåññîðîâ,
ìåæäó êîòîðûìè ìîæíî îðãàíèçîâàòü áðîäêàñò. Ïîëüçóÿñü òåîðåìà-
ìè 3.6, 3.7 ìîæíî îïðåäåëèòü ãðóïïû ïðîöåññîðîâ, ìåæäó êîòîðûìè
ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ äàííûõ. Â ñëó÷àÿõ, íåîãîâîðåííûõ
òåîðåìàìè 3.5�3.7, ìîæíî îðãàíèçîâàòü êîììóíèêàöèè òî÷êà-òî÷êà.

Ìåæäó ïðîöåññîðàìè êàæäîé ãðóïïû, äëÿ êîòîðîé óñòàíîâëåí âèä
êîììóíèêàöèè, îáìåí äàííûìè ñëåäóåò îðãàíèçîâûâàòü, ïîëüçóÿñü ñëå-
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äóþùèìè ïðàâèëàìè î÷åðåäíîñòè ïåðåäà÷è è ïðèåìà äàííîãî, èñïîëü-
çóåìîãî ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè Sβ(J).

Ïóñòü äàííîå ïåðåäàåòñÿ îò ïðîöåññîðà, êîòîðûé èñïîëüçóåò åãî
â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà îïåðàöèè Sβ(J). Ïåðåäà÷ó äàííîãî ñëåäóåò
îñóùåñòâëÿòü ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè Sβ(J).

Ïóñòü äàííîå ïåðåäàåòñÿ îò ïðîöåññîðà, êîòîðûé èñïîëüçóåò åãî
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà îïåðàöèè Sβ(J) (ïðè òðàíñëÿöèè, êîòîðóþ îïðå-
äåëÿåò òåîðåìà 3.6). Ïåðåäà÷ó äàííîãî ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü â íà÷àëå
èòåðàöèè.

Ïóñòü äàííîå ïåðåäàåòñÿ îò ïðîöåññîðà, â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êî-
òîðîãî îíî õðàíèòñÿ. Ïåðåäà÷ó äàííîãî ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ïîñëå
òîãî êàê áóäóò âûïîëíåíû âñå îïåðàöèè, êîòîðûå èçìåíÿþò çíà÷åíèå
ýòîãî äàííîãî è âûïîëíÿþòñÿ â èñõîäíîé ïðîãðàììå ðàíüøå îïåðàöèè
Sβ(J), è ïîñëå òîãî êàê ïðîöåññîð îñóùåñòâèò ïðèåì ðåçóëüòàòîâ ýòèõ
îïåðàöèé îò äðóãèõ ïðîöåññîðîâ.

Ïóñòü äàííîå ïåðåäàåòñÿ ïðîöåññîðó, êîòîðûé èñïîëüçóåò åãî â
êà÷åñòâå àðãóìåíòà îïåðàöèè Sβ(J). Ïðèåì äàííîãî ñëåäóåò îñóùåñòâ-
ëÿòü äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè Sβ(J).

Ïóñòü äàííîå ïåðåäàåòñÿ ïðîöåññîðó, â ëîêàëüíîé ïàìÿòè êîòî-
ðîãî îíî õðàíèòñÿ. Ïðèåì äàííîãî ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü äî òîãî êàê
áóäóò âûïîëíÿòüñÿ âñå îïåðàöèè, êîòîðûå èñïîëüçóþò ýòî äàííîå â êà-
÷åñòâå àðãóìåíòà è âûïîëíÿþòñÿ â èñõîäíîé ïðîãðàììå ïîñëå îïåðàöèè
Sβ(J), è äî òîãî êàê ïðîöåññîð îñóùåñòâèò ïåðåäà÷ó àðãóìåíòîâ ýòèõ
îïåðàöèé äðóãèì ïðîöåññîðàì.

Ïðèìåð 4 (ïðîäîëæåíèå, ñì. ðàçäåëû 2.5, 3.2). Ðàññìîòðèì äâà
ïîëó÷åííûõ ðàíåå äâóìåðíûõ òàéìèðîâàíèÿ è â êàæäîì ñëó÷àå óñòà-
íîâèì ñõåìó îáìåíà äàííûìè.

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå îïåðàöèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèÿìè t

(1)
1 (1) = 1, t

(2)
1 (i) = i, 2 6 i 6 N, t

(3)
1 (i, j) = i, 2 6 i 6 N,

1 6 j 6 i − 1; çàäàäèì èòåðàöèè, âûïîëíÿåìûå ïðîöåññîðàìè, ôóíê-
öèÿìè t

(1)
2 (1) = 1, t

(2)
2 (i) = 1, t

(3)
2 (i, j) = j. Ýòè ôóíêöèè ïîëó÷åíû â

ðàçäåëå 2.5
Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùèé êîä (åäèíûì îáðàçîì äëÿ êàæäîãî ïðî-

öåññîðà), ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà íà N ïðîöåññî-
ðàõ. Ñèìâîë p îáîçíà÷àåò íîìåð ïðîöåññîðà. Ïåðåìåííàÿ öèêëà t ñîîò-
âåòñòâóåò èòåðàöèÿì àëãîðèòìà.
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if p = 1 then
S1 : x(1) = b(1)

endif
if 2 6 p 6 N then

S2 : x(p) = b(p)
do t = 1, p-1

S3 : x(p) = x(p) - a(p,t)x(t)
enddo

endif

Ðàâåíñòâà ρl,β,q = ρs
l,β,q âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âõîæäåíèé (l, β, q),

êðîìå (1, 3, 3) (ñì. ïðèìåð 4 â ðàçäåëå 3.2). Ïîýòîìó ïðè âûïîëíåíèè
àëãîðèòìà ïàðàëëåëüíûì êîìïüþòåðîì äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ýëåìåíòîâ
ìàññèâà x íà òðåòüåì âõîæäåíèè ýòîãî ìàññèâà â îïåðàòîð S3 íåîáõî-
äèìî îñóùåñòâëÿòü ïåðåäà÷ó äàííûõ.

Îïðåäåëèì êîììóíèêàöèè, êîòîðûå ìîæíî îðãàíèçîâàòü äëÿ

îáìåíà ýëåìåíòàìè ìàññèâà x. Èìååì: ρt
1,3,3 = rank

(
F1,3,3

T
(3)
t

)
=

= rank

(
0 1
0 1

)
= 1, n3 = 2, ρt

1,3,3 < n3. Èñòèííûå çàâèñèìîñòè, ïî-
ðîæäåííûå òðåòüèì âõîæäåíèåì ìàññèâà x â îïåðàòîð S3, çàäàþò-
ñÿ ôóíêöèÿìè Φ1,3 è Φ

(1)
3,3. Äëÿ îáåèõ ôóíêöèé âûïîëíÿþòñÿ óñëî-

âèÿ (3.10): Φ1,3U
t
1,3,3 = (0 0)(1 0)ò = 0 è Φ

(1)
3,3U

t
1,3,3 =

(
0 1
0 1

) (
1
0

)
=

= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.5 ìîæíî îñóùåñòâèòü áðîä-
êàñò äàííîãî x(F ) ê ïðîöåññîðàì P (η(1,3,3)F + y1,3,3(F )), ãäå η(1,3,3) =

= 0 ( ker

(
F1,3,3

T
(3)
t

)
= ker

(
0 1
0 1

)
, u⊥,t

1 = (0, 1), τ (3,1) = (1, 0),

η(1,3,3,1)(0 1)

(
0
1

)
= (1 0)

(
0
1

)
), y1,3,3(F ) = i (a3,1 = 0, ut

1 = (1, 0),

V1,3,3(F ) = {(i, F ) | F + 1 6 i 6 N}, V t
3 (T ) = {(i, T ) | T + 1 6 i 6 N},

V1,3,3(F ) ∩ V t
3 (T ) = {(i, F ) | F + 1 6 i 6 N, F = T}, Λt

1,3,3(F, T ) =
= {i | F + 1 6 i 6 N, F = T}, y1,3,3(F ) = i(1, 0)(1, 0) = i),
F + 1 6 i 6 N. Òàêèì îáðàçîì, íà èòåðàöèè T áðîäêàñò äàííîãî
x(F ), F = T, îñóùåñòâëÿåòñÿ îò ïðîöåññîðà P (F ), â êîòîðîì x(F )
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âû÷èñëÿëñÿ (ñì. ïðèìåð 4 â ðàçäåëå 3.2), ê ïðîöåññîðàì P (i), T +
+ 1 6 i 6 N. Íà èòåðàöèè N − 1 áðîäêàñò âûðîæäàåòñÿ â êîììóíèêà-
öèþ òî÷êà-òî÷êà îò ïðîöåññîðà P (N − 1) ê ïðîöåññîðó P (N).

Óñòàíîâèì ñõåìó îáìåíà äàííûìè ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè î÷åðåä-
íîñòè ïåðåäà÷è è ïðèåìà äàííûõ. Â ïðîöåññîðå P (p), 1 6 p 6 N − 1,
íà èòåðàöèè p íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïåðåäà÷ó äàííîãî x(p), êîòîðîå
íàõîäèòñÿ â åãî ëîêàëüíîé ïàìÿòè, ïðîöåññîðàì P (i), p+1 6 i 6 N. Íà
èòåðàöèè p îïåðàöèè, èçìåíÿþùèå çíà÷åíèå äàííîãî x(p), íå âûïîëíÿ-
þòñÿ, ïîýòîìó ïåðåäà÷ó x(p) ïðîöåññîðîì P (p) ìîæíî îñóùåñòâèòü â
íà÷àëå èòåðàöèè. Â ïðîöåññîðå P (p), 2 6 p 6 N, íà êàæäîé èòåðàöèè
t, 1 6 t 6 p− 1, íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðèåì ïðîöåññîðîì äàííîãî
x(t) îò ïðîöåññîðà P (t) äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî îïåðàöèåé S3(p, t)
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Ïðèåì äàííîãî x(t) îò ïðîöåññîðà P (t) ñëåäóåò
îñóùåñòâèòü íà èòåðàöèè t äî âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè S3(p, t). Òàêèì îá-
ðàçîì, ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîé ñõåìå îáìåíà äàííûìè, ìîæíî çàïèñàòü
SPMD êîä àëãîðèòìà:

if p = 1 then
S1 : x(1) = b(1)

endif
if 2 6 p 6 N then

S2 : x(p) = b(p)
do t = 1, p-1
\\ ïðèåì äàííîãî:
Broadcast x(t) from P(t) to P(t+1), . . . ,P(N)
S3 : x(p) = x(p) - a(p,t)x(t)

enddo
endif
if 1 6 p 6 N-1 then
\\ ïåðåäà÷à äàííîãî:
Broadcast x(p) from P(p) to P(p+1), . . . ,P(N)

endif
Ïóñòü òåïåðü ðàñïðåäåëåíèå îïåðàöèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè îïðå-

äåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè t
(1)
1 (1) = 1, t

(2)
1 (i) = 1, 2 6 i 6 N, t

(3)
1 (i, j) = j,

2 6 i 6 N, 1 6 j 6 i − 1. Ïîëîæèì t
(1)
2 (1) = 2, t

(2)
2 (i) = i, t

(3)
2 (i, j) =

= i (ñì. ðàçäåë 2.5). Çàïèøåì êîä, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âûïîëíåíèÿ
àëãîðèòìà íà N − 1 ïðîöåññîðå.
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if p = 1 then
S1 : x(1) = b(1)
do t = 2, N

S2 : x(t) = b(t)
S3 : x(t) = x(t) - a(t,1)x(1)

enddo
endif
if 2 6 p 6 N-1 then

do t = p+1, N
S3 : x(t) = x(t) - a(t,p)x(p)

enddo
endif
Ðàâåíñòâà ρl,β,q = ρs

l,β,q âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ âõîæäåíèé (l, β, q),
êðîìå (1, 3, 1) è (1, 3, 2) (ρ1,3,1 = ρ1,3,2 = 1, ρs

1,3,1 = ρs
1,3,2 = 2). Ïîýòîìó

ïðè âûïîëíåíèè àëãîðèòìà ïàðàëëåëüíûì êîìïüþòåðîì äëÿ èñïîëü-
çîâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà x íà ïåðâîì è âòîðîì âõîæäåíèÿõ ýòîãî
ìàññèâà â îïåðàòîð S3 íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü ïåðåäà÷ó äàííûõ.

Òàê êàê ρt
1,3,1 < n3 (ρt

1,3,1 = 1, n3 = 2) è ñóùåñòâóåò èñòèííàÿ çàâè-
ñèìîñòü, ïîðîæäåííàÿ âõîæäåíèÿìè (1, 3, 1), (1, 3, 2) (çàäàåòñÿ ôóíê-
öèåé Φ

(2)
3,3), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 3.7 ìîæíî îðãàíèçîâàòü òðàíñëÿöèþ

äàííîãî al(F ). Òðàíñëÿöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà èòåðàöèè T ìåæäó ïðî-
öåññîðàìè P (η(1,3,1)F + y1,3,1(F )), ãäå (ñ ó÷åòîì u⊥,t

1 = (1, 0), τ (3,1) =
= (0, 1), a3,1 = 0, ut

1 = (0, 1), V1,3,1(F ) = {(F, j) | 1 6 j 6 F −
− 1}, V t

3 (T ) = {(T, j) | 1 6 j 6 T − 1}, V1,3,1(F ) ∩ V t
3 (T ) =

= {(F, j) | 1 6 j 6 F − 1, F = T}, Λt
1,3,1(F, T ) = {j | 1 6 j 6 F −

− 1, F = T}) η(1,3,1) = 0, y1,3,1(F ) = j, 1 6 j 6 F − 1, F = T.

Òðàíñëÿöèþ ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü îò ïðîöåññîðà ñ ìåíüøèì íîìå-
ðîì ê ïðîöåññîðó ñ áîëüøèì íîìåðîì. Íà âòîðîé èòåðàöèè (F = T = 2)
äëÿ ïåðåäà÷è äàííîãî x(2) òðàíñëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ â êîììóíèêàöèþ
òî÷êà-òî÷êà îò ïðîöåññîðà P (1) ê ïðîöåññîðó P (2).

Óñòàíîâèì ñõåìó îáìåíà äàííûìè ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè î÷åðåäíî-
ñòè ïåðåäà÷è è ïðèåìà äàííûõ. Â ïðîöåññîðå P (p), 1 6 p 6 N − 2, íà
êàæäîé èòåðàöèè t, p + 1 6 t 6 N, íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïåðåäà÷ó
äàííîãî x(t) ïðîöåññîðó P (p + 1) êàê ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè
S3(t, p). Ïåðåäà÷ó ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ïîñëå âûïîëíåíèÿ îïåðàöèè
S3(t, p). Â ïðîöåññîðå P (p), 2 6 p 6 N − 1, íà èòåðàöèè p íåîáõîäèìî
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îñóùåñòâèòü ïðèåì äàííîãî x(p). Íà èòåðàöèè p îïåðàöèè, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóþò äàííîå x(p) íå âûïîëíÿþòñÿ, ïîýòîìó ïðèåì äàííîãî ìîæíî
îñóùåñòâèòü â íà÷àëå èòåðàöèè. Â ïðîöåññîðå P (p), 2 6 p 6 N − 1, íà
êàæäîé èòåðàöèè t, p+1 6 t 6 N, íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïðèåì äàí-
íîãî x(t) îò ïðîöåññîðà P (p−1) äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî îïåðàöèåé
S3(t, p) â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Ïðèåì ñëåäóåò îñóùåñòâèòü äî âûïîëíå-
íèÿ îïåðàöèè S3(t, p). Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííîé ñõåìå îáìåíà äàííûìè,
çàïèøåì SPMD êîä àëãîðèòìà (ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ âûïîëíåíèÿ àë-
ãîðèòìà íà N − 1 ïðîöåññîðå):

if p = 1 then
S1 : x(1) = b(1)
do t = 2, N

S2 : x(t) = b(t)
S3 : x(t) = x(t) - a(t,1)x(1)
Send x(t) to P(2)

enddo
endif
if 2 6 p 6 N-2 then

Receive x(p) from P(p-1)
do t = p+1, N

Receive x(t) from P(p-1)
S3 : x(t) = x(t) - a(t,p)x(p)
Send x(t) to P(p+1)

enddo
endif
if p = N-1 then

Receive x(N-1) from P(N-2)
Receive x(N) from P(N-2)
S3 : x(N) = x(N) - a(N,N-1)x(N-1)

endif

Îòìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèò-
ìà íà ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííîé
ïàìÿòüþ íåîáõîäèìî îáúåäèíèòü âû÷èñëåíèÿ àëãîðèòìà â áîëåå êðóï-
íûå çåðíà.
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3.4 Óëó÷øåíèå ëîêàëüíîñòè ãíåçä
öèêëîâ

Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîâðåìåííîì êîìïüþòåðå îïðåäåëÿåòñÿ
íå ñòîëüêî ñêîðîñòüþ âûïîëíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðàöèé, ñêîëüêî
ñêîðîñòüþ äîñòóïà ê ïàìÿòè. Ñêîðîñòü äîñòóïà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò
ìåñòà â èåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòè (äèñê, îïåðàòèâíàÿ ïàìÿòü, êýø âòîðîãî
óðîâíÿ, êýø ïåðâîãî óðîâíÿ, ðåãèñòðû), ãäå õðàíÿòñÿ äàííûå. Ïîýòî-
ìó äëÿ áûñòðîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, çàäàííîãî ïîñëåäîâàòåëüíîé
ïðîãðàììîé, çàäà÷à áûñòðîãî (äî èñ÷åçíîâåíèÿ èç ïàìÿòè ñ áûñòðûì
äîñòóïîì) ïåðåèñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ.

Ïîä óëó÷øåíèåì ëîêàëüíîñòè ïðîãðàììû ïîíèìàåòñÿ òàêîå åå ïðå-
îáðàçîâàíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïðîöåññîðó áûñòðî ïåðåèñïîëüçîâàòü
äàííûå (ýëåìåíòû ìàññèâîâ) íà áîëüøåì ÷èñëå èòåðàöèé, ÷åì äî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ. Óëó÷øåíèå ëîêàëüíîñòè ïðîãðàììû íàçûâàþò òàêæå ëî-
êàëèçàöèåé äàííûõ.

Ðàçëè÷àþò çàäà÷è óëó÷øåíèÿ âðåìåííîé ëîêàëüíîñòè è ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ëîêàëüíîñòè. Âðåìåííàÿ ëîêàëüíîñòü òðåáóåò óñòàíîâèòü òà-
êîé ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, ïðè êîòîðîì äàííûå èñïîëüçîâà-
ëèñü áû ïîâòîðíî ïðåæäå, ÷åì îíè áóäóò ïåðåìåùåíû èç ïàìÿòè ñ
áûñòðûì äîñòóïîì â ïàìÿòü áîëåå íèçêîãî óðîâíÿ. Æåëàòåëüíî èñ-
ïîëüçîâàòü îäíè òå æå äàííûå íà âñåõ èòåðàöèÿõ ñàìîãî âíóòðåííå-
ãî öèêëà. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëüíîñòü ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå
äàííûõ, ðàñïîëîæåííûõ â ïàìÿòè áëèçêî ê íåäàâíî èñïîëüçîâàííûì,
à ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïîëîæåííûõ ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ â ïàìÿòè ñ
áûñòðûì äîñòóïîì.

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåòñÿ ïðèìåíåíèå àôôèííûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé öèêëîâ è òåõíèêè ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ äëÿ óëó÷øåíèÿ ëî-
êàëüíîñòè. Ìû óâèäèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïðèìåíÿåìûé
äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ àëãîðèòìîâ, âî ìíîãîì ïðèìåíèì è äëÿ ëî-
êàëèçàöèè äàííûõ.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîñòè äàííûõ. Çàôèêñèðó-
åì q-å âõîæäåíèå ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ.

Îïðåäåëåíèå (âðåìåííàÿ ëîêàëüíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ âûáðàííûì
âõîæäåíèåì). Äàííûå al(F l,β,q(J)), J(J1, . . . , Jnβ

) ∈ Vβ, íàçûâàþòñÿ
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ëîêàëüíûìè ïî âðåìåíè (t-ëîêàëüíûìè), åñëè ôóíêöèÿ al(F l,β,q(J)),
íå çàâèñèò îò ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû Jnβ

âåêòîðà J.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû ìàññèâà, ñâÿçàííûå ñ âûáðàííûì

âõîæäåíèåì â íåêîòîðûé îïåðàòîð, ëîêàëüíû ïî âðåìåíè, åñëè èíäåê-
ñû ýòèõ ýëåìåíòîâ íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ñàìîãî âíóòðåííåãî öèêëà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ âíåøíèõ
öèêëîâ êàæäîå t-ëîêàëüíîå äàííîå ó÷àñòâóåò â âû÷èñëåíèÿõ íà âñåõ
èòåðàöèÿõ ñàìîãî âíóòðåííåãî öèêëà.

Çàìåòèì, ÷òî t-ëîêàëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìàññèâà íå çàâèñèò îò ñïî-
ñîáà ðàçìåùåíèÿ (ïî ñòðîêàì, ïî ñòîëáöàì, ðàçâåðíóòûé â îäíó ñòðîêó)
ìàññèâà â ïàìÿòè è ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïåðåðàçìåùåíèè ìàññèâà.

Îïðåäåëåíèå (ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëüíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ âû-
áðàííûì âõîæäåíèåì). Äàííûå al(F l,β,q(J)), J(J1, . . . , Jnβ

) ∈ Vβ, íà-
çûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè ïðîñòðàíñòâåííî (s-ëîêàëüíûìè), åñëè äàí-
íîå al(F l,β,q(J1, . . . , Jnβ

+ 1)) áëèçêî ñëåäóåò â ïàìÿòè çà äàííûì
al(F l,β,q(J1, . . . , Jnβ

)).
Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåìåíòû ìàññèâà, ñâÿçàííûå ñ âûáðàííûì

âõîæäåíèåì â íåêîòîðûé îïåðàòîð, ëîêàëüíû ïðîñòðàíñòâåííî, åñëè
ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ñàìîãî âíóòðåííåãî öèêëà íà åäèíèöó ïîëó-
÷èì ýëåìåíò ìàññèâà, áëèçêî ñëåäóþùèé â ïàìÿòè çà ýëåìåíòîì ìàññè-
âà äî óâåëè÷åíèÿ ïàðàìåòðà. Îïðåäåëåíèå s-ëîêàëüíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ
ñòðîãèì, ïîñêîëüêó òðåáóåò óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèÿ áëèçêîãî ðàñïîëîæå-
íèÿ â ïàìÿòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû al(F1) è al(F2) ðàñïîëî-
æåíû â ïàìÿòè áëèçêî, åñëè ïðè ïåðåìåùåíèè al(F1) â ïàìÿòü áîëåå
âûñîêîãî óðîâíÿ ïåðåìåùàåòñÿ òàêæå è al(F2).

Èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî t-ëîêàëüíîñòü ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðåäåëüíûì, íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíûì ñëó÷àåì s-ëîêàëüíîñòè:
èòåðàöèè âíóòðåííåãî öèêëà èñïîëüçóþò íà q-ì âõîæäåíèè â îïåðàòîð
Sβ òîëüêî îäíî äàííîå.

Ïóñòü èìååòñÿ çàâèñèìîñòü Sα(I) → Sβ(J) ëþáîãî òèïà. ×åì ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêè áëèæå âåëè÷èíû t

(β)
(J) è t

(α)
(I), òåì áûñòðåå ïåðåèñ-

ïîëüçîâàíèå ýëåìåíòà ìàññèâà, îïðåäåëÿþùåãî çàâèñèìîñòü. Ïîýòîìó
äëÿ âðåìåííîé ëîêàëèçàöèè äàííûõ ïðè ïîèñêå ôóíêöèé t

(β)
, çàäà-

þùèõ ïðåîáðàçîâàíèå öèêëîâ, íåîáõîäèìî ñòðåìèòüñÿ ê âûïîëíåíèþ
ðàâåíñòâà t

(β)
1:d(J) = t

(α)
1:d (I) äëÿ íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ d. Ïðè ýòîì äëÿ

âñåõ òèïîâ çàâèñèìîñòåé, êðîìå çàâèñèìîñòåé ïî âõîäó, äîëæíû âû-
ïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (1.12) ñîõðàíåíèÿ çàâèñèìîñòåé.
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Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëèçàöèè íåîáõîäèìî, ÷òîáû îïåðàöèè
àëãîðèòìà, êîòîðûå èñïîëüçóþò ñîñåäíèå ñ òî÷êè çðåíèÿ õðàíåíèÿ â
ïàìÿòè ýëåìåíòû ìàññèâà äàííûõ, âûïîëíÿëèñü áû äðóã çà äðóãîì. Åñ-
ëè õðàíåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòîëáöàì, òî áëèç-
êî ðàñïîëîæåííûìè â ïàìÿòè ýëåìåíòàìè ìàññèâà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû,
îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïåðâîé êîîðäèíàòîé â èíäåêñíûõ âûðàæåíèÿõ;
åñëè õðàíåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòðîêàì, òî áëèç-
êî ðàñïîëîæåííûìè â ïàìÿòè ýëåìåíòàìè ìàññèâà ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû,
îòëè÷àþùèåñÿ òîëüêî ïîñëåäíåé êîîðäèíàòîé.

Ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîêàëèçàöèþ äàííûõ áóäåì îñóùåñòâëÿòü ñðå-
äè îïåðàöèé îäíîãî è òîãî æå îïåðàòîðà ïðè ôèêñèðîâàííîì âõîæ-
äåíèè ýëåìåíòà ìàññèâà â îïåðàòîð. Èíäåêñû ýëåìåíòîâ al(F l,β,q(I))
è al(F l,β,q(J)) l-ãî ìàññèâà îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðâîé (ïîñëåäíåé) êî-
îðäèíàòîé, åñëè âåêòîðû Fl,β,qI + f (l,β,q) è Fl,β,qJ + f (l,β,q) îòëè÷àþò-
ñÿ òîëüêî ïåðâîé (ïîñëåäíåé) êîîðäèíàòîé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè
ôèêñèðîâàííîì âõîæäåíèè q-ãî ýëåìåíòà ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ íà
èòåðàöèÿõ I è J èñïîëüçóþòñÿ áëèçêî ðàñïîëîæåííûå â ïàìÿòè äàí-
íûå, åñëè F

(1)
l,β,qI = F

(1)
l,β,qJ, ãäå F

(1)
l,β,q � ìàòðèöà ðàçìåðà (νl − 1) × nβ,

ñîñòàâëåííàÿ èç âñåõ, êðîìå ïåðâîé (åñëè õðàíåíèå ïî ñòîëáöàì) èëè
ïîñëåäíåé (åñëè õðàíåíèå ïî ñòðîêàì), ñòðîê ìàòðèöû Fl,β,q.

Îáîçíà÷èì: r
(1)
l,β,q � ðàíã ìàòðèöû F

(1)
l,β,q; s

(1)
l,β,q = nβ − r

(1)
l,β,q; U

(1)
l,β,q �

ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïåðåñå÷å-
íèÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ker F

(1)
l,β,q è Znβ (ïðåäïîëàãàåòñÿ r

(1)
l,β,q < nβ).

Òåîðåìà 3.8 Ïóñòü ìíîãîìåðíîå òàéìèðîâàíèå (t1, t2, . . . , tn) ñ êî-
îðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè âèäà (1.13) çàäàåò ïðåîáðàçîâàíèå ãíåçäà
öèêëîâ. Åñëè ñðåäè ôóíêöèé t

(β)
1 , t

(β)
2 , . . . , t

(β)
d , d < n, èìååòñÿ r

(1)
l,β,q

ôóíêöèé t
(β)
ξ , ξ ∈ Ξ = {ξ1, ξ2, . . . , ξr

(1)
l,β,q
}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

T
(1)
l,β,qU

(1)
l,β,q = 0, (3.12)

rank T
(1)
l,β,q = r

(1)
l,β,q, (3.13)

ãäå T
(1)
l,β,q � ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ

τ (ξ1), τ (ξ2), . . . , τ
(ξ

r
(1)
l,β,q

)
, òî ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

d âíåøíèõ öèêëîâ íà q-ì âõîæäåíèè â îïåðàòîð Sβ ìàññèâà al èñ-
ïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû òîëüêî îäíîãî ñòîëáöà (ñòðîêè) ìàññèâà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáûå èòåðàöèè ïðå-
îáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ, èñïîëüçóþùèå íà q-ì âõîæäåíèè îïåðà-
òîðà Sβ ýëåìåíòû ðàçíûõ ñòîëáöîâ (ñòðîê) l-ãî ìàññèâà, îòëè÷àþòñÿ
çíà÷åíèåì õîòÿ áû îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ d âíåøíèõ öèêëîâ. Ôîðìàëü-
íî äîêàæåì ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáûõ I, J ∈ Vβ òàêèõ, ÷òî F

(1)
l,β,qI 6= F

(1)
l,β,qJ,

ñóùåñòâóåò ξ′ ∈ Ξ òàêîå, ÷òî t
(β)
ξ′ (I) 6= t

(β)
ξ′ (J).

Ïóñòü I, J ∈ Vβ òàêèå, ÷òî F
(1)
l,β,qI 6= F

(1)
l,β,qJ. Òîãäà èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî F
(1)
l,β,q(I − J) = s, s ∈ Zνl−1, s 6= 0. Ñóùåñòâóþò òàêèå λi,

1 6 i 6 s
(1)
l,β,q, ÷òî I − J =

s
(1)
l,β,q∑
i=1

λiui + ũ, ãäå ui � áàçèñíûå âåêòî-

ðû ïåðåñå÷åíèÿ ker F
(1)
l,β,q ∩ Znβ , ũ � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé F
(1)
l,β,qx = s, âåêòîðû ũ è ui, 1 6 i 6 s

(1)
l,β,q, ëèíåéíî-

íåçàâèñèìû.
Ïîêàæåì, ÷òî T

(1)
l,β,qũ 6= 0. Òàê êàê rank T

(1)
l,β,q = r

(1)
l,β,q, òî áàçèñ ïîä-

ïðîñòðàíñòâà ker T
(1)
l,β,q ñîäåðæèò nβ− r

(1)
l,β,q âåêòîðîâ. Ââèäó T

(1)
l,β,qui = 0,

1 6 i 6 s
(1)
l,β,q, è s

(1)
l,β,q = nβ− r

(1)
l,β,q, âåêòîðû ui, 1 6 i 6 s

(1)
l,β,q, åñòü ôóíäà-

ìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñèñòåìû T
(1)
l,β,qx = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

T
(1)
l,β,qũ 6= 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð ũ ÿâëÿëñÿ áû ëèíåéíîé êîì-

áèíàöèåé âåêòîðîâ ui, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè
âåêòîðîâ ũ è ui.

Òàê êàê T
(1)
l,β,qũ 6= 0, òî τ (ξ′)ũ 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî ξ′ ∈ Ξ. Ïîýòîìó

t
(β)
ξ′ (I) − t

(β)
ξ′ (J) = τ (ξ′)(I − J) = τ (ξ′)




s
(1)
l,β,q∑
i=1

λiui + ũ


 =

s
(1)
l,β,q∑
i=1

λiτ
(ξ′)ui +

+ τ (ξ′)ũ = τ (ξ′)ũ 6= 0. ¤
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óëó÷øåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëüíîñòè

òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü r
(1)
l,β,q ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ τ (ξ), óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.12), ïðè÷åì ïî âîçìîæíîñòè ñ íàèìåíüøèìè
çíà÷åíèÿìè ξ.

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèé àëãîðèòì óëó÷øåíèÿ ëîêàëüíîñòè.
Îáîçíà÷èì:
τ̃ (ξ) = (τ

(ξ)
1 , . . . , τ

(ξ)
n , a1,ξ, . . . , aK,ξ) � âåêòîð ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé

âèäà (1.13);
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D � ìàòðèöà, õàðàêòåðèçóþùàÿ âñå çàâèñèìîñòè, êðîìå çàâèñè-
ìîñòåé ïî âõîäó (D îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 2.4); ïóñòü âñåãî ìàòðèöà D

ñîäåðæèò µD ñòîëáöîâ: D ∈ Z(n+K)×µD ;

Din � ìàòðèöà, õàðàêòåðèçóþùàÿ çàâèñèìîñòè ïî âõîäó;
Din ∈ Z(n+K)×µDin ;

ũi =

(
ui

0(n+K−nβ)

)
� âåêòîð ðàçìåðà n + K;

Du � ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç âåêòîðîâ ũi;
Du ∈ Z(n+K)×µDu .

Àëãîðèòì 3.1 (ïîëó÷åíèå òàéìèðóþùèõ ôóíêöèé äëÿ óëó÷øåíèå ëî-
êàëüíîñòè äàííûõ).

1. Ñôîðìèðîâàòü ìàòðèöó (D|Din|Du) ∈ Z(n+K)×(µD+µDin
+µDu).

2. Ýëåìåíòàðíûìè ñòðî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ìàòðèöû
(E(n+K)|D|Din|Du) ïîëó÷èòü ìàòðèöó (P |PD|PDin|PDu), ãäå PD �
ýðìèòîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû D (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòà-
íîâêè ñòðîê è ñòîëáöîâ è ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíûõ ìíîæè-
òåëåé ñòðîê ìàòðèöû).

3. Ñëîæåíèåì ñòðîê ïîëó÷èòü íà ìåñòå ìàòðèöû D ìàòðèöó,
ñîñòîÿùóþ òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Åñëè ýòîãî äî-
áèòüñÿ íå óäàëîñü, òî ñòðîêè ñ îòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè äàëåå
íå ðàññìàòðèâàòü.

4. Ñëîæåíèåì ñòðîê ïîëó÷èòü íà ìåñòå ìàòðèö (Din|Du) êàê
ìîæíî áîëüøå íóëåé.

5. Ïîëó÷èòü n íàáîðîâ ôóíêöèé t
(β)
ξ , çàäàþùèõ àôôèííîå ïðå-

îáðàçîâàíèå ãíåçäà öèêëîâ. Äëÿ ýòîãî â êà÷åñòâå êîîðäèíàò âåêòî-
ðîâ τ (ξ) è êîíñòàíò aβ,ξ âûáðàòü òàêèå n ñòðîê íà ìåñòå ìàòðèöû
E(n+K), ÷òîáû âåêòîðû, ñîñòàâëåííûå èç n ïåðâûõ êîîðäèíàò ñòðîê,
áûëè ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè, à â ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîêàõ íà ìå-
ñòå ìàòðèö (Din|Du) áûëî êàê ìîæíî áîëüøå íóëåé; ÷åì áîëüøå â
ñòðîêå íóëåé, òåì ìåíüøèé íîìåð ξ ïðèñâîèòü êîîðäèíàòå ìíîãî-
ìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ, ïîðîæäàåìîé ñòðîêîé.

Ïðèâåäåííûé àëãîðèòì èùåò ìíîãîìåðíîå òàéìèðîâàíèå, âñå n êî-
îðäèíàò êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè t-ôóíêöèÿìè. Êàê óæå îò-
ìå÷àëîñü â ðàçäåëå 2.4, â ñëó÷àå àëãîðèòìîâ ñ àôôèííûìè çàâèñèìî-
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ñòÿìè ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü n òàéìèðîâàíèé âèäà (1.13) ñ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè τ.

Ïðèìåð 2 (ïðîäîëæåíèå). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óëó÷øåíèÿ ëîêàëü-
íîñòè ãíåçäà öèêëîâ (1.2) äëÿ ñëó÷àÿ õðàíåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàññèâà a ïî
ñòîëáöàì.

Ïîìèìî çàâèñèìîñòåé, õàðàêòåðèçóåìûõ ìàòðèöåé D =




0 0
1 1
−1 0
1 0




(ñì. ïðèìåð 2 â ðàçäåëàõ 1.1, 2.3, 2.4), èìååòñÿ çàâèñèìîñòü ïî âõîäó
S2(i − 1, j) → S2(i, j), ïîðîæäàåìàÿ ìàññèâîì b. Çàâèñèìîñòü ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîðîäíîé, Φ(2,2)2 = E(2), ϕ(2,2)2 = (1, 0), Φ̃(2,2)2 = 0, ϕ̃(2,2)2 =

= (1, 0, 0, 0), Din =




1
0
0
0


.

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ïðîñòðàíñòâåííóþ ëîêà-
ëèçàöèþ ìàññèâà a : F1,2,1 = E(2), F

(1)
1,2,1 = (0 1), r

(1)
1,2,1 = 1, s

(1)
1,2,1 = 1, u1 =

= (1, 0), Du =




1
0
0
0


, (E(5)|D|Din|Du) =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 0
1 1
−1 0
1 0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0
0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0
0


.

Ïðèáàâèâ êî âòîðîé ñòðîêå òðåòüþ, ê òðåòüåé ñòðîêå ÷åòâåðòóþ, ïîëó-

÷èì (P |B) =




1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣

0 0
0 1
0 0
1 0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0
0

∣∣∣∣∣∣

1
0
0
0


.

Âòîðàÿ è ïåðâàÿ ñòðîêè ìàòðèöû P ïîðîæäàþò äâóìåðíîå òàéìè-
ðîâàíèå t

(1)
(i) = (1, i). t

(2)
(i, j) = (j, i). Ñîîòâåòñòâåííî ïðåîáðàçóåòñÿ

ãíåçäî öèêëîâ:

do i = 1, N
S1 : c(i) = 0

enddo
do j = 1, N

do i = 1, N
S2 : c(i) = c(i) + a(i, j)b(j)

enddo
enddo
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Âðåìÿ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð íà îñíîâå ÔÎÐÒÐÀÍ-
ðåàëèçàöèé ïðåîáðàçîâàííîãî ãíåçäà öèêëîâ è èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ
(1.2) ìîæåò îòëè÷àòüñÿ çíà÷èòåëüíî. Íàïðèìåð, ïðè N = 8000 ïðåîá-
ðàçîâàííûé àëãîðèòì âûïîëíÿåòñÿ â 10 ðàç áûñòðåå (íà ïëàòôîðìå
Intel P4). Îñíîâíîé ïðè÷èíîé óìåíüøåíèÿ âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ äâóìåðíîãî ìàññèâà a. Óëó÷øåíèå
ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëüíîñòè ãàðàíòèðîâàíî íàëè÷èåì íóëåâîãî ýëå-
ìåíòà âî âòîðîé ñòðîêå íà ìåñòå ìàòðèöû Du. ¤

Õàðàêòåðèçîâàòü ëîêàëüíîñòü ãíåçä öèêëîâ ìîæíî ñ ïîìîùüþ òàê
íàçûâàåìûõ âåêòîðîâ ëîêàëüíîñòè.

Ïóñòü al � ìàññèâ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé èëè ðàâíîé 2, õðàíåíèå
ýëåìåíòîâ ìàññèâà â ïàìÿòè êîìïüþòåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòðîêàì.
Ðàññìîòðèì äàííûå al(F l,β,q(J)), J ∈ Vβ, èñïîëüçóåìûå íà q-ì âõîæ-
äåíèè ìàññèâà al â îïåðàòîð Sβ. Îïðåäåëèì âåêòîð λl,β,q = (λ0, λ1),
ãäå λ0 � ÷èñëî âíóòðåííèõ öèêëîâ, íà èòåðàöèÿõ êîòîðûõ èñïîëüçó-
åòñÿ ýëåìåíò ìàññèâà al ñî âñåìè ôèêñèðîâàííûìè èíäåêñàìè (ò. å.
èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò ìàññèâà); λ1 � ÷èñëî âíóòðåííèõ
öèêëîâ, íà èòåðàöèÿõ êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ýëåìåíòû ìàññèâà al ñ îä-
íèì ïîñëåäíèì ïåðåìåííûì èíäåêñîì (åñëè al � äâóìåðíûé ìàññèâ, òî
èñïîëüçóåòñÿ îäíà ñòðîêà). Âåêòîð λl,β,q íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì ëîêàëü-
íîñòè äàííûõ al(F l,β,q(J)). Ïåðâàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà õàðàêòåðèçóåò
âðåìåííóþ ëîêàëüíîñòü, âòîðàÿ � ïðîñòðàíñòâåííóþ.

Äëÿ îïòèìèçàöèè ðàáîòû ñ ïàìÿòüþ æåëàòåëüíî, ÷òîáû êàê ìîæ-
íî áîëüøå âåêòîðîâ λl,β,q áûëè íåíóëåâûìè è èìåëè êàê ìîæíî áîëüøåå
çíà÷åíèå êîîðäèíàò.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì îñíîâíóþ ÷àñòü ijk-àëãîðèòìà ïåðåìíîæå-
íèÿ äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà 1000:

do i = 1, 1000
do j = 1, 1000

do k = 1, 1000
S1 : c(i, j) = c(i, j) + a(i, k)b(k, j)

enddo
enddo

enddo
Ïåðåñòàíîâêîé öèêëîâ ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè ýòî-
ãî àëãîðèòìà. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû âåêòîðû ëîêàëüíîñòè è
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âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ öèê-
ëîâ; õðàíåíèå ýëåìåíòîâ ìàññèâîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñòðîêàì (ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ � C).

ijk ikj jki kij

λc (1, 2) (0, 2) (0, 0) (0, 1)

λa (0, 2) (1, 2) (0, 0) (1, 1)

λb (0, 0) (0, 1) (1, 1) (0, 2)

T 89 366 16 814 307 022 17 204
Â òàáëèöå õîðîøî âèäíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè âû÷èñëåíèé îò êî-

ëè÷åñòâà íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ ëîêàëüíîñòè. ¤

3.5 Áëîêèíã. Òàéëèíã
Îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè îòîáðàæåíèè âû-

÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ íà ïàðàëëåëüíûå êîìïüþòåðû, ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà âûáîðà çåðíà âû÷èñëåíèé. Ïîä çåðíîì âû÷èñëåíèé (èëè òàé-
ëîì) ïîíèìàåòñÿ ìíîæåñòâî îïåðàöèé àëãîðèòìà, âûïîëíÿåìûõ àòî-
ìàðíî: âñå âû÷èñëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó çåðíó, ïðîèçâîäÿòñÿ
íà îäíîì ïðîöåññîðå è íå ìîãóò ïðåðûâàòüñÿ ñèíõðîíèçàöèåé, à îáìåí
äàííûìè, ñâÿçàííûìè ñ âû÷èñëåíèÿìè îäíîãî çåðíà, íå ìîæåò âûïîë-
íÿòüñÿ íà ôîíå ýòèõ âû÷èñëåíèé.

Öåëüþ òàéëèíãà (ò. å. ïîëó÷åíèÿ çåðåí âû÷èñëåíèé) ÿâëÿåòñÿ
óìåíüøåíèå íàêëàäíûõ ðàñõîäîâ íà îáìåí äàííûìè ìåæäó ïðîöåññî-
ðàìè è (èëè) íà èñïîëüçîâàíèå èåðàðõè÷åñêîé ïàìÿòè îäíîãî ïðîöåñ-
ñîðà. Òàê êàê âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ïàðàëëåëüíîì êîìïüþòåðå âî
ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ êîììóíèêàöèé è äîñòóïà ê ïàìÿòè,
òî îáúåäèíåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà â òàéëû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ýòàïîì
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòå-
ìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû
âûáîðà çåðíà âû÷èñëåíèé, èññëåäóþòñÿ çàäà÷è, âîçíèêàþùèå ïðè âû-
áîðå çåðíà âû÷èñëåíèé.

3.5.1 Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçáèåíèåì îïåðàöèé
àëãîðèòìà íà çåðíà âû÷èñëåíèé

Ñòðàòåãèè, ñëåäóÿ êîòîðûì àëãîðèòì îòîáðàæàåòñÿ íà öåëåâîé ïà-
ðàëëåëüíûé êîìïüþòåð, ìîãóò áûòü ðàçíûìè, íî ïðè çàäàíèè çåðíà
âû÷èñëåíèé òàê èëè èíà÷å íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.
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• Çàäà÷à 1. Âûáîð ôîðìû òàéëà (ãåîìåòðè÷åñêè òàéë ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü ìíîæåñòâîì òî÷åê ìíîãîìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåò-
êè). Íàèáîëåå ïðîñòîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìà ïðÿ-
ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà; ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå òàéëû â
âèäå ïðîèçâîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Èçâåñòíû ìåòîäû îïòèìè-
çàöèè ôîðìû òàéëà ïðè çàäàííîì åãî îáúåìå è îïòèìèçàöèÿ ôîð-
ìû òàéëà ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âðåìåíè ïðîñòîÿ ïðîöåññîðîâ ïà-
ðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðà.

• Çàäà÷à 2. Âûáîð ðàçìåðà (÷èñëà îïåðàöèé) òàéëà. Óñëîâèåì, èñ-
õîäÿ èç êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ ïàðàìåòðû òàéëà, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ
ìèíèìàëüíîñòü îòíîøåíèÿ îáúåìà êîììóíèêàöèé ê îáúåìó âû÷èñ-
ëåíèé. Áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ ïðàêòèêè ïðåäñòàâëÿþò ðàáîòû, â êî-
òîðûõ âûáîð çåðíà âû÷èñëåíèé èññëåäóåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îòîá-
ðàæåíèÿ íà öåëåâóþ ïàðàëëåëüíóþ àðõèòåêòóðó. Îñîáåííî èíòå-
ðåñíû èññëåäîâàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå ïàðàìåòðû (òàêèå êàê ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòü ïðîöåññîðà, âðåìÿ èíèöèàëèçàöèè, ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü êàíàëîâ ñâÿçè) ïàðàëëåëüíîãî êîìïüþòåðà.

• Çàäà÷à 3. Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, ïðè-
íàäëåæàùèõ òàéëó. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé âëèÿåò íà ëî-
êàëüíîñòü äàííûõ, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Îò-
ìåòèì äâà ïóòè óëó÷øèòü ëîêàëüíîñòü. Îäèí ïóòü � ïîâòîðíîå
ðàçáèåíèå òàéëîâ íà òàéëû âòîðîãî óðîâíÿ; äâóõóðîâíåâîå ðàçáè-
åíèå ìîæåò óëó÷øèòü ëîêàëüíîñòü äàííûõ ââèäó íàëè÷èÿ êýøåé
äâóõ óðîâíåé. Äðóãîé ïóòü � óñòàíîâëåíèå ïðèîðèòåòîâ âûïîë-
íåíèÿ öèêëîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîñòè äàííûõ è ïåðåñòàíîâêà
èõ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèîðèòåòàìè.

• Çàäà÷à 4. Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ òàéëîâ, ðåàëè-
çóåìûõ îäíèì ïðîöåññîðîì. Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ òàéëîâ ìîæåò
âëèÿòü íà íà÷àëî âû÷èñëåíèé äðóãèìè ïðîöåññîðàìè, à ñëåäî-
âàòåëüíî, è íà çàãðóæåííîñòü ïðîöåññîðîâ. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî
ñòðåìèòüñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü âûïîëíÿòü òàéëû, îò ðåçóëüòàòîâ
îïåðàöèé êîòîðûõ çàâèñÿò âû÷èñëåíèÿ äðóãèõ ïðîöåññîðîâ.
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3.5.2 Ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâ èòåðàöèé íà áëîêè
è òàéëû

Îáîçíà÷èì, êàê è ðàíåå, n = max
16β6K

nβ. Ïóñòü ôóíêöèè t
(β)

=

= (t
(β)
1 , . . . , t

(β)
n ), 1 6 β 6 K, ñ êîîðäèíàòíûìè ôóíêöèÿìè âèäà

t
(β)
ξ (J) = τ (β,ξ)J + aβ,ξ, J ∈ Vβ, τ (β,ξ) ∈ Znβ , aβ,ξ ∈ Z, 1 6 ξ 6 n, ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîãîìåðíûì òàéìèðîâàíèåì àëãîðèòìà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåð-
âûå r (r < n) êîîðäèíàò ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ çàäàþò ðàñïðå-
äåëåíèå îïåðàöèé ìåæäó âèðòóàëüíûìè ïðîöåññîðàìè, ðàçìåùåííûìè
â r-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îïåðàöèÿ Sβ(J), âûïîëíÿå-
ìàÿ íà èòåðàöèè J èñõîäíîãî ãíåçäà öèêëîâ, âûïîëíÿåòñÿ âèðòóàëüíûì
ïðîöåññîðîì ñ êîîðäèíàòàìè (t

(β)
1 (J), . . . , t

(β)
r (J)).

Ïóñòü öåëåâîé êîìïüþòåð ñîäåðæèò P1× . . .×Pr ïðîöåññîðîâ, ãäå
P1, . . . , Pr � çàäàííûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðåâîñõîäÿùèå 1. Îáîçíà-
÷èì P = {(p1, . . . , pr) ∈ Zr| 1 6 pξ 6 Pξ, 1 6 ξ 6 r}, m(β)

ξ = min
J∈Vβ

t
(β)
ξ (J),

B
(β)
ξ =




max
J∈Vβ

t
(β)
ξ (J)−m

(β)
ξ

Pξ



, 1 6 β 6 K, 1 6 ξ 6 n. Ðàçîáüåì êàæäóþ

îáëàñòü èòåðàöèé Vβ íà P1 × . . .× Pr îáëàñòåé V
(β)
p = {J ∈ Vβ| m

(β)
ξ +

+ (pξ− 1)B
(β)
ξ 6 t

(β)
ξ (J) 6 m

(β)
ξ − 1+ pξB

(β)
ξ , 1 6 ξ 6 r}, p ∈ P . Îáëàñòè

V
(β)
p ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè èç-çà îñîáåííîñòåé èòåðàöèîííûõ îá-

ëàñòåé Vβ.

Êàæäîìó âåêòîðó p âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïðîöåññîð
öåëåâîãî êîìïüþòåðà. Âûïîëíåíèå èòåðàöèé J ∈ V

(β)
p íàçíà÷àåòñÿ ïðî-

öåññîðó ñ êîîðäèíàòàìè p = (p1, . . . , pr).
Ðàçîáüåì òåïåðü êàæäóþ èç îáëàñòåé V

(β)
p íà Q1 × . . .×Qn îáëà-

ñòåé V
(β)
p,q , q ∈ {(q1, . . . , qn) ∈ Zn| 1 6 qη 6 Qη, 1 6 η 6 n} è áóäåì

ñ÷èòàòü, ÷òî âû÷èñëåíèå îïåðàöèé Sβ(J), J ∈ V
(β)
p,q , íå ïðåðûâàåòñÿ

ñèíõðîíèçàöèåé èëè îáìåíîì äàííûìè, òðåáóåìûìè äëÿ âûïîëíåíèÿ
ýòèõ îïåðàöèé. Îáëàñòè V

(β)
p,q ìîãóò áûòü âûðîæäåííûìè íå òîëüêî èç-

çà îñîáåííîñòåé Vβ, íî è ïîòîìó, ÷òî íåêîòîðûå Qη ìîãóò ðàâíÿòüñÿ
åäèíèöå.

Îáëàñòè V
(β)
p íàçîâåì áëîêàìè èòåðàöèé, à îáëàñòè V

(β)
p,q � òàéëà-

ìè èòåðàöèé. Ìíîæåñòâî îïåðàöèé Sβ(J) íàçîâåì áëîêîì âû÷èñëåíèé,
94



åñëè J ∈ V
(β)
p , è çåðíîì (òàéëîì) âû÷èñëåíèé, èëè ïðîñòî òàéëîì, åñëè

J ∈ V
(β)
p,q .

3.5.3 Âûáîð ïàðàìåòðîâ òàéëà è ëîêàëüíîñòü
äàííûõ

Îò âûáîðà ïàðàìåòðîâ òàéëà, îò èçìåíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó òàéëó, ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî çàâèñåòü âðåìÿ âûïîëíåíèÿ èòåðàöèé îáëàñòè V

(β)
p íà îäíîì

ïðîöåññîðå (ïðîöåññîðå ñ êîîðäèíàòàìè p). Êàê óæå îòìå÷àëîñü (çàäà-
÷à 3), èçìåíåíèå ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé âëèÿåò íà ëîêàëüíîñòü
äàííûõ, à ñëåäîâàòåëüíî, è íà âðåìÿ âû÷èñëåíèé.

Òåîðåòè÷åñêè ïðè ïîâòîðíîì ðàçáèåíèå òàéëîâ íà òàéëû âòîðîãî
óðîâíÿ ëîêàëèçàöèÿ äàííûõ äîëæíà óëó÷øèòüñÿ çà ñ÷åò èåðàðõè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðû ïàìÿòè (íàëè÷èÿ êýøåé äâóõ óðîâíåé � L1 è L2).
Îäíàêî ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè îïòèìàëüíîì ñ
òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîñòè ðàçìåðå òàéëîâ ïîâòîðíûé òàéëèíã íå ïðè-
âîäèò ê óìåíüøåíèþ âðåìåíè âû÷èñëåíèé. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ìà-
ëûì ðàçìåðîì êýøà L1, êîòîðûé ïîñòîÿííî çàíÿò ñèñòåìíîé èíôîðìà-
öèåé è ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ õðàíåíèÿ äàííûõ. Òåì íå ìå-
íåå ïîâòîðíûé òàéëèíã ìîæåò áûòü ïîëåçåí â ñëó÷àå êîãäà îïòèìàëü-
íûé ðàçìåð òàéëà ñ òî÷êè çðåíèÿ îòíîøåíèÿ îáúåìà êîììóíèêàöèé ê
îáúåìó âû÷èñëåíèé è (èëè) ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñå-
òè îáìåíîâ äàííûìè íàìíîãî ïðåâûøàåò îïòèìàëüíûé ðàçìåð òàéëà ñ
òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëüíîñòè äàííûõ.

Ýôôåêòèâíûé ñïîñîá óëó÷øåíèÿ ëîêàëüíîñòè äàííûõ � óñòàíîâ-
ëåíèå ïðèîðèòåòîâ î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ öèêëîâ è ïåðåñòàíîâêà èõ
(åñëè ýòî âîçìîæíî) â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèîðèòåòàìè. Îïðåäåëÿòü îï-
òèìàëüíûé ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ öèêëîâ ìîæíî ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ
ëîêàëüíîñòè, ââåäåííûõ â ðàçäåëå 3.4

3.5.4 Ïîëó÷åíèå çåðíà âû÷èñëåíèé
Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî, âûäåëèì îñíîâíûå ýòàïû ðàçáèåíèÿ îïå-

ðàöèé èñõîäíîãî àëãîðèòìà íà áëîêè è çåðíà âû÷èñëåíèé.
1. Ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ãíåçäà öèêëîâ (ýòîò ýòàï ìî-

æåò îòñóòñòâîâàòü). Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ êîäà, ðàçáèåíèå
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ïðîñòðàíñòâà èòåðàöèé íà áëîêè è òàéëû åñòü ðàçáèåíèå êàæäîé öèê-
ëè÷åñêîé êîíñòðóêöèè íà öèêëû áîëüøåé ãëóáèíû âëîæåííîñòè è ïå-
ðåñòàíîâêà öèêëîâ. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå äðóãèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ öèêëîâ óæå âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ ôóíêöèé t

(β)
.

2. Ðàçáèåíèå èòåðàöèé àëãîðèòìà íà áëîêè. Ðàçáèåíèå íà áëîêè
çàäàþò ïåðâûå r (r < n) êîîðäèíàò ôóíêöèè t

(β)
= (t

(β)
1 , . . . , t

(β)
n ). Ðàç-

ìåðû áëîêîâ V
(β)
p îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðàìè îáëàñòè Vβ è ÷èñëîì ïðî-

öåññîðîâ P1 × . . .× Pr. Åñëè êàêèå-ëèáî èç ôóíêöèé t
(β)
1 , . . . , t

(β)
n ÿâëÿ-

þòñÿ ðàñùåïëÿþùèìè, òî íå òðåáóåòñÿ êîììóíèêàöèé â íàïðàâëåíèè
êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåìûõ òàêèìè ôóíêöèÿìè (íî âîçìîæíî ïîòðåáó-
åòñÿ äóáëèðîâàíèå âõîäíîé èíôîðìàöèè).

3. Ðàçáèåíèå áëîêîâ íà òàéëû.
3.1. Ïîëîæèì Q1 = . . . = Qr = 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïî ïåðâûì

r êîîðäèíàòàì ðàçìåð áëîêà è òàéëîâ ñîâïàäàþò, ïî ýòèì êîîðäèíà-
òàì ðàçáèåíèå áëîêà íà òàéëû íå ïðîèçâîäèòñÿ. Åñëè Qη = 1 è åñòü
êîììóíèêàöèè, îïðåäåëÿåìûå êîîðäèíàòîé η, òî ïðîöåññîð ñ êîîðäè-
íàòîé pη + 1 íå áóäåò ïðîñòàèâàòü â îæèäàíèè äàííûõ îò ïðîöåññîðà
ñ êîîðäèíàòîé pη. Åñëè êîîðäèíàòà η íå îïðåäåëÿåò êîììóíèêàöèé, òî
ïîëàãàòü Qη = 1 íå òðåáóåòñÿ. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ôóíêöèé t

(β)
ξ , ξ > r,

íå ÿâëÿåòñÿ òàéìèðóþùåé, ò. å. íå ñîõðàíÿåò âñåõ çàâèñèìîñòåé àëãî-
ðèòìà, òî ïî êîîðäèíàòå ñ íîìåðîì ξ ðàçáèåíèå ïðîèçâåñòè íåâîçìîæíî
è ñëåäóåò ïîëîæèòü Qξ = 1.

3.2. Óñòàíîâèòü ïðèîðèòåòû î÷åðåäíîñòè âûïîëíåíèÿ öèêëîâ ñ ïî-
ìîùüþ âåêòîðîâ ëîêàëüíîñòè, ïåðåñòàâèòü öèêëû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðè-
îðèòåòàìè. Ïî âíóòðåííèì öèêëàì ðàçìåð òàéëà ñäåëàòü ìàêñèìàëü-
íûì. ×èñëî òàêèõ öèêëîâ îïðåäåëèòü ñ ó÷åòîì ðàçìåðà òàéëà; ðàçìåð
òàéëà îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, åñëè íå ïðîâîäèëîñü ñïåöèàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (çàäà÷à 2 â ðàçäåëå 1). Îäèí èç ýòàïîâ 3.2, 3.3 ìîæåò îò-
ñóòñòâîâàòü.

3.3. Ïóñòü òåîðåòè÷åñêè èëè ýêñïåðèìåíòàëüíî óäàëîñü óñòàíîâèòü
îïòèìàëüíûå ðàçìåðû òàéëà C l

1, . . . , C
l
n ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîêàëèçàöèè è

îïòèìàëüíûå ðàçìåðû òàéëà Ce
1 , . . . , C

e
n òî÷êè çðåíèÿ îáìåíà äàííûìè.

Åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå η, 1 6 η 6 n, ÷òî Ce
η > k · C l

η, ãäå k > 2, òî
ïðîèçâåñòè äâóõóðîâíåâîå ðàçáèåíèå äëÿ ýòèõ η. Ðàçìåð òàéëà ïåðâîãî
óðîâíÿ âûáèðàåòñÿ ðàâíûì Ce

η , âòîðîãî óðîâíÿ � C l
η.
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3.5.5 Ïðèìåðû ðàçáèåíèÿ öèêëîâ

Ïðè áëîêèíãå è òàéëèíãå íåîáõîäèìî óìåòü ïðåîáðàçîâûâàòü öèêë
â äâóìåðíóþ öèêëè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ. Ïðè ðàçáèåíèè âñåõ öèêëîâ
ãíåçäî öèêëîâ ãëóáèíû n ïðåâðàùàåòñÿ â ãíåçäî öèêëîâ ãëóáèíû 2n;
âíåøíèå n öèêëîâ óïðàâëÿþò ïîðÿäêîì, â êîòîðîì âû÷èñëÿþòñÿ òàéëû
âû÷èñëåíèé, à âíóòðåííèå n öèêëîâ óïðàâëÿþò ïîðÿäêîì, â êîòîðîì
âû÷èñëÿþòñÿ îïåðàöèè, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó òàéëó.

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ òàêîãî òàéëèíãà íåîáõîäèìî, ÷òîáû çàïèñè ãíåçäà
öèêëîâ ñîîòâåòñòâîâàëî n íåçàâèñèìûõ òàéìèðîâàíèé. Òàéìèðîâàíèÿ
t1, . . . , tn íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
(1.11). Åñëè âñå êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ìíîãîìåðíîãî òàéìèðîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ t-ôóíêöèÿìè, òî âîçìîæíî ðàçáèåíèå âñåõ öèêëîâ. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå, åñëè êàêàÿ-ëèáî èç êîîðäèíàò-
íûõ ôóíêöèé íå ÿâëÿåòñÿ òàéìèðóþùåé, òî ðàçáèåíèå ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî öèêëà ïðîèçâåñòè íåâîçìîæíî.

Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå îïåðàöèé àëãîðèòìà (1.2) íà òàéëû ðàçìåðà
1×B äëÿ îïåðàòîðà S1, è íà òàéëû ðàçìåðà B×B äëÿ îïåðàòîðà S2 :

do b1 = 1, dN/Be
do it = (b1− 1)B + 1,min(b1 ·B, N)

S1 : c(it) = 0
enddo
do b2 = 1, dN/Be

do it = (b1− 1)B + 1,min(b1 ·B, N)
do jt = (b2− 1)B + 1,min(b2 ·B, N)

S2 : c(it) = c(it) + a(it, jt)b(jt)
enddo

enddo
enddo

enddo

Ñîîòâåòñòâåííî ìîæíî èçîáðàçèòü ðàçáèåíèå ïîëíîãî ãðàôà çàâèñèìî-
ñòåé (ðèñ. 3.1, N = 6, B = 2).
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h h h h h h1 1 1 1 1 1

h h h h h h2 2 2 2 2 2

h h h h h h2 2 2 2 2 2

h h h h h h2 2 2 2 2 2

h h h h h h2 2 2 2 2 2

h h h h h h2 2 2 2 2 2

h h h h h h2 2 2 2 2 2

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

6 6 6 6 6 6

-6j

i

-
i

Ðèñ. 3.1

Áëî÷íûé âàðèàíò àëãîðèòìà (3.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

if 1 6 p 6 dN/Be then
do pt = (p− 1)B + 1,min(p ·B, N)

S1 : c(pt) = 0
enddo
do t = 1, dN/Be

do pt = (p− 1)B + 1,min(p ·B,N)
do tt = (t− 1)B + 1,min(t ·B, N)

S2 : c(pt) = c(pt) + a(pt, tt)b(tt)
enddo

enddo
enddo
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