
1. Доказать, что для любого натурального числа ݊ существует такое натуральное ݉, 
что ሺ1 ൅ √2ሻ௡ ൌ √݉ ൅ √݉ ൅ 1 . 

Решение. ሺ1 ൅ √2ሻ௡ ൌ ܽ௡ ൅ ܾ௡√2 ֜ ሺ1 െ √2ሻ௡ ൌ ܽ௡ െ ܾ௡√2 ֜ ሺെ1ሻ௡ ൌ ܽ௡
ଶ െ 2ܾ௡

ଶ  ,݉׌ ֜ 
такое, что числа ܽ௡

ଶ  и 2ܾ௡
ଶ  являются последовательными натуральными числами ݉  и  

݉ ൅ 1. Следовательно, ሺ1 ൅ √2ሻ௡ ൌ ඥܽ௡
ଶ ൅ ඥ2ܾ௡

ଶ ൌ √݉ ൅ √݉ ൅ 1. ■ 

2. Пусть функция ݂: Թ ՜ Թ  удовлетворяет уравнению ݂ᇱᇱሺݔሻ ൅ ሻݔ௫݂ᇱሺ݁ݔ ൅ ݂ሺݔሻ ൌ 0  для 
любого ݔ א ܴ. Можно ли утверждать, что функция ݂ является ограниченной? 

Решение. Используя уравнение, получаем 

ሻݔሺܩ ؔ ሺ݂ଶሺݔሻ ൅ ሺ݂ᇱሺݔሻሻଶሻԢ ൌ 2݂ሺݔሻ݂ᇱሺݔሻ ൅ 2݂ᇱሺݔሻ݂ᇱᇱሺݔሻ ൌ െ2ݔe௫ሺ݂ᇱሺݔሻሻଶ. 

Таким образом, ܩሺݔሻ ൒ 0 для любых ݔ ൑ 0 и ܩሺݔሻ ൑ 0 для любых ݔ ൒ 0. Следовательно, 
ݔ ൌ 0  - точка глобального максимума функции ݂ଶሺݔሻ ൅ ሺ݂ᇱሺݔሻሻଶ . Поэтому |݂ሺݔሻ| ൑
ඥ݂ଶሺݔሻ ൅ ሺ݂ᇱሺݔሻሻଶ ൑ ඥ݂ଶሺ0ሻ ൅ ሺ݂ᇱሺ0ሻሻଶ.  

Ответ: можно. ■ 

3. Пусть ܣ א ௡ሺԹሻܯ  есть антисимметрическая матрица ሺܽ௜௝ ൌ െ ௝ܽ௜, ,݅׊ ݆ሻ . Доказать, 

что detሺܣ ൅ ௡ሻܧݔ · detሺܣ ൅ ௡ሻܧݕ ൒ ൫detሺܣ ൅ ඥܧݕݔ௡ሻ൯
ଶ
 для всех ݔ, ݕ א ሾ0, ∞ሻ. 

Решение. Обозначим ܲሺݔሻ ൌ detሺܣ ൅ ௡ሻܧݔ ൌ ௡ݔ ൅ ܽ௡ିଵ ௡ିଵݔ ൅ ڮ ൅ ܽଵݔ ൅ ܽ଴ . Каждый 
коэффициент ܽ௞  равен сумме всех главных миноров порядка ݇ . Так как все главные 
миноры неотрицательные, то ܽ௞ ൒ 0 , ݇ ൌ 1, ݊തതതതത . Из неравенства Коши-Буняковского 

следует, что ܲሺݔሻܲሺݕሻ ൌ ∑ሺඥܽ௜ݔ௜ሻଶ · ∑ሺඥܽ௜ݕ௜ሻଶ ൒ ቀ∑ ܽ௜൫ඥݕݔ൯
௜
ቁ

ଶ
ൌ ሺܲሺඥݕݔሻሻଶ. ■ 

4. Пусть ݂: Թ ՜ Թ  - дважды дифференцируемая функция, для которой существует  

ܿ א Թ, такое, что  ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔

് ݂ᇱሺܿሻ, ܽ׊, ܾ א Թ, ܽ ് ܾ. Доказать, что ݂ᇱᇱሺܿሻ ൌ 0. 

Решение. Пусть ݃ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ െ  ᇱሺܿሻ. Тогда݂ݔ

 ݃ሺܾሻ െ ݃ሺܽሻ ൌ ݂ሺܾሻ െ ݂ሺܽሻ െ ሺܾ െ ܽሻ݂ᇱሺܿሻ ൌ ሺܾ െ ܽሻ ቀ௙ሺ௕ሻି௙ሺ௔ሻ
௕ି௔

െ ݂ᇱሺܿሻቁ ് ,ܽ׊ ,0 ܾ, ܽ ് ܾ. 

Следовательно, ݃: Թ ՜ Թ  - инъективная функция, т.е. строго монотонная ֜ ݃Ԣ сохраняет 
знак и ݃ᇱሺܿሻ ൌ 0 ֜ ܿ - точка минимума для ݃ᇱ ֜ ݃ᇱᇱሺܿሻ ൌ 0. ■ 

5. Найти все линейные функционалы ߮ , определённые на пространстве ܯ௡ሺԹሻ 
квадратных матриц порядка ݊  с вещественными коэффициентами и обладающие 
свойством ߮ሺܤܣሻ ൌ ߮ሺܣܤሻ для любых ܣ, ܤ א  .௡ሺԹሻܯ

Решение. Каждый линейный функционал ߮ полностью определяется своими значениями 
на стандартных матричных единицах ܧ௜௝ . Положим ௝݄௜ ؔ ߮ሺܧ௜௝ሻ  и пусть ܪ ൌ ሺ݄௜௝ሻ א
ܣ ௡ሺԹሻ. Еслиܯ ൌ ሺܽ௜௝ሻ, то ߮ሺܣሻ ൌ ߮൫∑ ∑ ܽ௜௝

௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ ௜௝൯ܧ ൌ ∑ ∑ ܽ௜௝

௡
௝ୀଵ

௡
௜ୀଵ ௝݄௜ ൌ trሺܪܣሻ. Пусть 

߮ሺܤܣሻ ൌ ߮ሺܣܤሻ  для всех ܣ, ܤ א ௡ሺԹሻܯ . Если ݆ ് ݅ , то ߮൫ܧ௜௝൯ ൌ ߮൫ܧ௜௜ܧ௜௝൯ ൌ ߮൫ܧ௜௝ܧ௜௜൯ ൌ



߮ሺ0ሻ ൌ 0 . Далее, для всех ݆  и ݇ : ௝݄௝ ൌ ߮൫ܧ௝௝൯ ൌ ߮൫ܧ௝௞ܧ௞௝൯ ൌ ߮൫ܧ௞௝ܧ௝௞൯ ൌ ߮ሺܧ௞௞ሻ ൌ ݄௞௞ . 
Обозначая ߙ ൌ ߮ሺܧଵଵሻ, получаем ܪ ൌ  .ܫߙ

Ответ: скалярные кратные функционала tr. ■ 

6. Для каждого ݊ א Գ пусть ݁ሺ݊ሻ – число единиц в троичном разложении ݊. При каких 

положительных вещественных числах ݔ сходится ряд ∑ ௫೐ሺ೙ሻ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ ? 

Решение. Число ݊ имеет ровно ݇ ൅ 1 цифр в троичном разложении тогда и только тогда, 

когда 3௞ ൑ ݊ ൏ 3௞ାଵ. Пусть ܵ௞ ؔ ∑ ௫೐ሺ೙ሻ

௡మ
ଷೖశభିଵ
௡ୀଷೖ  и ௞ܶ ؔ ∑ ௘ሺ௡ሻଷೖశభିଵݔ

௡ୀଷೖ . Ряд ∑ ௫೐ሺ೙ሻ

௡మ
ஶ
௡ୀଵ  состоит 

из положительных членов, поэтому он сходится тогда и только тогда, когда ряд ∑ ܵ௞
ஶ
௞ୀ଴  

сходится. Для 3௞ ൑ ݊ ൏ 3௞ାଵ  имеем 3ଶ௞ ൑ ݊ଶ ൏ 3ଶ௞ାଶ , ்ೖ
ଷమೖశమ ൏ ܵ௞ ൑ ்ೖ

ଷమೖ . Поэтому ряд 

∑ ܵ௞
ஶ
௞ୀ଴  сходится тогда и только тогда, когда ряд ∑ ்ೖ

ଷమೖ
ஶ
௞ୀ଴  сходится. Легко видеть, что 

чисел ݊, имеющих ݇ ൅ 1 троичных цифр и таких, что ݁ሺ݊ሻ ൌ ݅, будет ܥ௞ାଵ
௜ 2௞ାଵି௜. Поэтому 

௞ܶ ൌ ∑ ௞ାଵܥ
௜ 2௞ାଵି௜ݔ௜ ൌ ሺݔ ൅ 2ሻ௞ାଵ௞ାଵ

௜ୀ଴ . Тогда ряд ∑ ்ೖ
ଷమೖ

ஶ
௞ୀ଴ ൌ ∑ ሺ௫ାଶሻೖశభ

ଽೖ
ஶ
௞ୀ଴ ൌ 9 ∑ ቀ௫ାଶ

ଽ
ቁ

௟
ஶ
௟ୀଵ  

сходится тогда и только тогда, когда ቚ௫ାଶ
ଽ

ቚ ൏ 1, что для положительных ݔ эквивалентно 

условию 0 ൏ ݔ ൏ 7. 

Ответ: ݔ ׊ א ሺ0,7ሻ. ■ 


